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Resumen
El Problema de Inventario Ruteo (Inven tory Routing Problem) surge en un contexto

logístico que se presenta en las empresas y que pretende satisfacer las demandas de
un conjunto de clientes distribuidos geográficamente, utilizando una flotilla de
vehículos de capacidad limitada que se encuentran en un almacén central, al menor

costo posible. El IRP es un problema NP-duro que en aplicaciones reales suele ser de
gran tamaño. Para su resolución se diseñó una estrategia que utiliza de forma
conjunta, la descomposición cruzada y la relajación Lagrangena sepa rable en la

solución de la fase de asignación-distribución, con lo que se obtienen un esquema tipo 
ping-pong entre los dos subproblemas, que son del tipo transporte, para el cual se
tiene un algoritmo de solución muy eficiente de orden  O(n3)  fácil de implementar para 

el problema completo. 

Descriptores: Cadena de suministro, distribución, ruteo, descomposición cruzada

sepa rable.

Abstract
The In ven tory-Routing Prob lem emerges on a lo gis ti cal con text, that is pre sented into
the com pa nies and that it seeks to sat isfy the de mands of a group of cli ents dis trib uted 
geo graph i cally, us ing a flo tilla of ve hi cles of lim ited ca pac ity, which are in a cen tral

ware house, at the small est pos si ble cost. The IRP is a NP-hard prob lem that is usu ally
great size in real ap pli ca tions. For its so lu tion was de signed an strat egy that uses of
com bined form, the crossed de com po si tion and the sep a ra ble Lagrangean re lax ation

in or der to solve the as sign-distribution phase, with what it is ob tained a ping-pong
type scheme be tween two subproblems,  which are from trans port type, with which it is 
ob tained a very ef fi cient al go rithm  of or der O(n3 ) and easy to im ple ment for the com -

plete prob lem.

Key words: Sup ply chain, dis tri bu tion, rout ing, sep a ra ble cross de com po si tion. 

Introducción

Uno de los obstáculos principales para la compe-
titividad de las pequeñas y medianas empresas en

México, es la falta de recursos y cultura para in-
vertir en proyectos de desarrollo logístico. El de-
sarrollo de estrategias poco costosas y fáciles de
implementar que mejoren sus indicadores de



desempeño, les proporcionarán instrumentos para
sortear el inestable y cambiante entorno económi-
co mexicano. 

La investigación en el área logística de las últi-
mas dos décadas, se ha enfocado a desarrollar va- 
rias estrategias encaminadas a coordinar la toma
de decisiones en las actividades dentro de los
elementos de las cadenas de suministro para
mejorar su desempeño y efectividad en términos
de costo, tiempos de respuesta, suministro a tiem- 
po y servicio al cliente. Problemas como el de in-
ventario manejado por el vendedor o problema de
inventario ruteo (Elizondo, 2005) y el plan de rea-
bastecimiento continuo, han sido algunas de las
estrategias más promisorias para la coordinación
de la cadena de suministro (Xu et al., 2001).

En particular, el problema de inventario ruteo
(Inventory Routing Problem, IRP), modela una si-
tuación que se presenta comúnmente en las em-
presas e involucra en un solo modelo a las dos
actividades más costosas de la cadena de sumi-
nistro: el manejo de inventarios y la distribución
física de productos. El IRP típico, considera que
una compañía de distribución opera desde un al-
macén central y abastece a un gran número de
clientes geográficamente distribuidos (Baita et al.
1998). En la aplicación práctica, el IRP resulta ser
de gran tamaño, y adicionalmente se considera
como un problema NP-duro para un contexto de
NP-completez, debido a que el componente de
ruteo de vehículos, además incluye restricciones
de inventario. De tal forma que, la obtención
óptima de la solución en tiempos razonables se
torna prácticamente imposible.

El IRP tratado en Elizondo (2005) trabaja bajo
dominio de tiempo (Baita et al. 1998), en inter-
valos discretos, en los cuales se deciden las
cantidades a enviar y las rutas a seguir. En dicho
trabajo, se analizaron estrategias de solución para
problemas similares, tales como los de Federgruen 
y Zipkin (1984), Chien et al. (1989), Christiansen
(1999) y Campbell et al.  (2002), en los cuales se
observó que si bien la mayoría ofrecen resultados

satisfactorios para sus IRP específicos, un grave
obstáculo común, fue el tratar con un problema
entero mixto grande (problema de asignación–
distribución) para el cual no se han presentado
alternativas de solución adecuadas. El presente
artículo expone una estrategia de solución, a partir
del modelo entero mixto denominado asignación-
distribución (AD), para el problema de decidir la
asignación de clientes a vehículos y la cantidad de
producto que le será entregada a cada uno de
ellos. Dicha estrategia resultó ser muy eficiente y
mejora los resultados obtenidos hasta ahora. Para
su resolución, se utiliza la técnica de descompo-
sición cruzada separable propuesta por Aceves
(1996). 

El problema de Asignación-Distribución
(AD)

Sea el problema AD, en el cual un número finito m
de vehículos disponibles distribuyen un solo tipo de 
producto, para atender la demanda de una cierta
población de usuarios concentrada en n puntos
discretos, cada uno con demanda d j ,  cuando un
vehículo en particular es seleccionado, se incurre
en un costo fijo f i  por la utilización del vehículo i y
un costo variable cij xij  que está en función del
costo unitario de viaje del vehículo i al destino j
atendiendo la fracción x ij de la demanda del cliente
j. Asumiendo que la capacidad de cada vehí culo es 
limitada, el problema consiste en decidir cuá les de
los posibles vehículos serán utilizados, de tal ma-
nera que sus capacidades no sean excedidas y las
demandas satisfechas; así como qué patrón de
distribución deberá utilizar, tal que el costo total de 
establecer las unidades en servicio conformado por 
costos fijos más costos variables, sea minimizado
en un horizonte finito de planeación. El problema
AD se puede formular como sigue:

Minimizar c x f yij ij i i
i

m

j

n

i

m

+
===
∑∑∑

111

Sujeto a x jij
i

m

= ∀
=
∑ 1

1
,                         (1)

78                 INGENIERIA Investigación y Tecnología FI-UNAM       

Descomposición cruzada sepa rable en la solución del problema de asignación-distribución



x y i jij i≤ ∀, ,                                           (2)

a y di i j
j

n

i

m
≥

==
∑∑

11
                                          (3)

d x a y ij ij i i
j

n

≤ ∀
=
∑ ,

1

                                  (4)

x y i jij i≥ = ∀0 0 1, , , , .

donde

m: número de vehículos disponibles 
n: número de clientes
d j: demanda del cliente j
fi : costo fijo para el vehículo i  
a i: capacidad del vehículo i
cij: costo (en función de la distancia recorrida) 

de distribución al cliente j utilizando el vehículo i
x ij: fracción de la demanda total atendida del

cliente j utilizando  el vehículo i.
yi  = 1 si se usa el vehículo i,. 0 en otro caso.

La restricción (1) asegura la atención total de la
demanda, (2) establece la distribución sólo con
vehículos activos, (3) considera el uso de sufi-
cientes vehí culos para atender la demanda y (4)
considera no exceder la capacidad del vehículo.

El AD tienen dos decisiones inherentes: elegir
los vehículos que se utilizarán y la forma de dis-
tribuir mejor la demanda para atender a los clien-
tes. Esta complejidad lo hace un atractivo campo
para el uso de técnicas de descomposición, ya que 
si la decisión discreta de elegir el vehí culo se ha
tomado, el problema continuo de distribución ge-
neralmente es más fácil de resolver. Además tiene
una estructura especial que se puede explotar por
las técnicas de descomposición. 

La investigación desarrollada por Aceves (1996),
incorpora en un mismo proceso la descomposición 

cruzada (Van Roy, 1983) y la relajación Lagran-
geana separable (Guinard and Kim, 1983), logran-
do la ventaja de que ninguna de las restricciones
originales desaparece, por lo que  no es necesario
elegir entre la calidad de la cota que se obtiene y el 
grado de dificultad del problema que queda.
También se establece, que no es necesario utilizar
el problema maestro en la solución, i.e., es posible 
resolv er al problema completo iterando únicamen-
te entre subproblemas, evitando por completo a
los problemas maestros. A este procedimiento se
le denominó descomposición cruzada separable y
es el que se emplea para resolver el problema AD.

Aplicando descomposición de Benders al pro-
blema primal (AD), se obtiene:
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que resulta en un problema del tipo transporte; y
aplicando el esquema de relajación Lagrangena
separable propuesto por Aceves (1996), el pro-
blema AD se puede establecer a través del si-
guiente proceso. 

Copiar 

j j j j j jd x d x= ∑∑ ' ,

duplicar la restricción

i i i j ja y d D= =∑∑ ,
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dualizar la restricción de igualdad y separar al
problema de tal forma que se obtengan dos
subproblemas con los siguientes conjuntos de
restricciones: 

A={(1),(2),(3)}

y   B={(2),(3),(4)}.

Del conjunto de restricciones (A) se obtiene un
problema en variables y i  que al aplicarle el
principio de linearización entera y realizar la
separación para cada vehículo i, 

{y i mi = =1 1, ,..., }

con valores conocidos de λ i i m, ,...,= 1 , se
obtiene la solución óptima 

ν λ λi i i ia= <{ }con y en  otro  caso0 0 . 

Y minimizar la contribución total generada por
cada νi , se obtiene un problema del tipo mochila 0 
– 1 de la forma:

{M n y a y D yi i i i i i i( ) | ,µ ν+ ≥ =∑∑

}0 1, , .µ no rest

Si se considera ahora el subproblema origi-
nado por el conjunto de restricciones (B), y sólo se
usa la parte correspondiente a la variable yi ,
resulta en un problema con el mismo conjunto de
restricciones que el mochila anterior, y con valor de 

µ νi i if= −( ) / 2

la función objetivo es la misma. Por lo cual, al
realizar operaciones y reagrupar términos entre
ambos problemas, nos queda 

{ }M n f y a y D yi i i i i i i( ) | , ,+ ≥ =∑∑ ν 0 1 ,

que resulta ser también un problema del tipo
mochila. En consecuencia, el problema dual

Lagrangeano (PDL ) se puede formular como los
subproblemas:

Q Min f y
y i i i
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s a a y D ji i
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S Min C d x
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Cuya solución estará  dada por

ν ν ν( ) ( ) ( )PDL Q S= + .

Como Q y S son función de λ i , es posible
establecer para λ i i if a= − / , o de forma más
general 

λ i i ijif x= − ∑/ ,

que el valor de la función objetivo de Q  es cero, con 
v ai i i= λ . Por lo cual, cualquier valor de 
y i mi ≠ =0 1, ,...,   cumple para obtener el mínimo 
del problema.

Ahora, si se considera una solución factible que
cumpla con la restricción (4), se tiene que el
producto 

( )λ i i i j ijj
a y d x− ≤∑ 0,

80                 INGENIERIA Investigación y Tecnología FI-UNAM       

Descomposición cruzada sepa rable en la solución del problema de asignación-distribución



para y i mi i= < =1 0 1y λ ,...,

y de esta forma aún se cumple la propiedad de
dualidad débil de programación lineal. Por lo que
es posible reforzar al problema S  con la restricción
(4), con lo que se obtiene un problema del tipo
transporte. Suceso muy interesante, ya que exis-
ten algoritmos de solución muy eficientes.

Minimizar
x

( )c xij i ij
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x i jij i≥ < ∀0 0, , ,λ

Con todos estos resultados (descomposición de 
Benders y Lagrangeana separable), fue posible
desarrollar un algoritmo de solución más sencillo y
rápido, que los obtenidos hasta el momento
(Aceves, 1996).

Algoritmo de descomposición cruzada
separable para el problema de

Asignación-Distribución

1. Iniciar
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2. Resolver. Subproblema dual SD kλ
 (pro-

blema de transporte), para obtener 
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3. Probar

Si λ λi
k

i
k− =1  para y i

k = 1, 

entonces terminar. De otra forma, identificar
cuáles y i

k
= 1 para i m= 1,.. ., .

4. Resolver. Subproblema primal SPy i
k

(problema de transporte), para obtener ν( )SP
y k .

5. Probar. Si ν ν λ( ) ( )SP SDy k k= , 

entonces terminar. De otra forma, regresar a la
etapa 2 pero ahora con λ i

k .

En iteraciones sucesivas de la descomposición
cruzada separable, las rutas más económicas se
van haciendo cada vez más baratas, y en
consecuencia, se les asigna cada vez más flujo
hasta que se saturan, ya sea agotando la
capacidad del vehí culo o satisfaciendo la de-
manda, es decir:

x x xtj
k

t j
k

t j
k

jjj

− +
≤ ≤ ≤∑∑∑ 1 1 .. .

Con λ λ λt
k

t
k

t
k t

t

f
a

− +≤ ≤ ≤ ≤ −1 1 .. .

De esta forma, es posible usar los vehículos que 
satisfacen la demanda, obtenidos de la solución
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del subproblema dual Lagrangeano SDλ como
vehículos activos; es decir, los y i =1 , con  
i m= 1,..., , que se fijarán en el subproblema primal 
SPy . Así , el algoritmo de descomposici ón cruzada
separable termina en un número finito de
iteraciones y obtiene la solución.

Eficiencia del algoritmo 

Como se mencionó , el algoritmo produce una
solución sucesiva de dos subproblemas del tipo de
transporte. Es importante resaltar la enorme ven-
taja de tener este tipo de problemas, ya que sus
algoritmos de solución son de bajo orden de
complejidad, O(n3), siendo además éste, el orden
que acota superiormente a cada una de las fases
de la estrategia propuesta, situación que la hace
extremadamente eficiente de manera global.

Para evaluar la eficiencia del algoritmo se
generaron 7 problemas: 4 problemas pequeñ os
(menos de 10 clientes), 2 medianos (30 y 35
clientes) y uno grande  (150 clientes). Las capa-
cidades, demandas y costos fijos, fueron tomados
de las instancias y ejemplos mostrados en Aceves
(1996).  En ellos, las capacidades de los vehículos
variaron entre  4, 8, 16 y 24m3 y los costos fijos
variaron entre 20, 25, 30, 35, 40 y 50 unidades
monetarias. Los datos generados como variables
aleatorias fueron las demandas de los clientes,

producidas con distribución uniforme (1,10) y las
matrices de distancia entre clientes y entre
almacén central y clientes, las cuales emularon un
área de operaciones semejante a la del Distrito
Federal también con distribución uniforme, las
matrices de distancias generadas fueron densas,
de hecho, completamente llenas. 

Cada problema se solucionó para obtener el
óptimo utilizando Bifurcación y Acotación. Des-
pués, cada problema se resolvió con el algoritmo
propuesto, por medio de un programa de cómputo
desarrollado en Pascal. 

Los resultados se muestran en la tabla 1.

Entre los resultados obtenidos se encuentran: 

1) Tiempo de solución extremadamente cor-
to, ya que en la solución de los problemas se
realizaron como má ximo tres iteraciones y en
todos los casos se obtuvieron los resultados en
menos de 2 segundos

2) La calidad de las soluciones resultó ex-
celente, ya que só lo un problema presentó
brecha de optimación de 0.1%, en todos los
demás problemas evaluados se obtuvo el
óptimo.
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Tabla 1. Resultados

Problema Número de
 clientes Vehículos

Solución con
 la estrategia
 propuesta

Número de
 iteraciones

 con la
 estrategia
 propuesta

Solución
óptima con 

B-B

Número de
iIteraciones
 con B-B 

% de
desviación de
 la solución

 óptima

E005-03 4 3 9819 1 9819 17 0

E006-04 5 4 16724 1 16724 26 0

E008-02 7 2 21256 1 21256 17 0

E009-04 8 4 13114 1 13114 19 0

E031-09 30 9 4332 1 4332 220 0

E036-11 35 11 3120 3 3120 177 0

E151-08 150 8 14770 2 14750 805 0.13



Conclusiones

Se obtuvo una estrategia O(n3 ) con excelente
calidad de resultados, bajo esfuerzo computacio-
nal, fácil de aplicarse e implementarse, la cual
supera las técnicas conocidas hasta el momento
para solucionar un problema logístico grande que
es esencialmente NP-duro. 

Las técnicas de optimización deben utilizarse al
afrontar los retos económicos, sociales, polí ticos y
tecnológicos a los que se enfrentan los tomadores
de decisiones logí sticos al tratar de hacer más
competitivas a sus organizaciones, de tal forma,
que al dirigir los esfuerzos necesarios al auge de
las pequeñas y medianas empresas mexicanas, se
contribuye al desarrollo de la economía del país.
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