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Resumen

En este trabajo repor tamos la síntesis de un esti mador óptimo de la fase de una

porta dora con modu la ción de fase alea toria detec tada cohe ren te mente. Nuestra

apli ca ción está orien tada a la detec ción homo dina con modu la ción binaria de la fase

en sistemas modernos de comu ni ca ciones ópticas. Meca ni zamos un esti mador que

opera sobre un obser vable en banda base con ruido aditivo, usando un modelo en

varia bles de estado para el canal de comu ni ca ciones y técnicas de esti ma ción

óptimas. Evaluamos con simu la ciones el desem peño de la estruc tura general y

versiones simpli fi cadas del esti mador a través del valor cuadrá tico medio de su error

de fase. De estos resul tados se obtu vieron esti ma dores prác ticos que imple men -

tamos en circui tería analó gica y usando un proce sador digi tal de señales. El esti -

mador de “varianza cons tante” presentó el mejor desem peño expe ri mental evaluado 

a  través  del  valor  cuadrá tico   medio   de   su   error   de  fase.
 

Descrip tores: Esti ma ción óptima, detec ción homo dina, procesos de Wiener,

modu la ción   de  fase,   varia bles    de    estado.

Abstract

This work con sists of the syn the sis of an op ti mal es ti ma tor for a ran dom phase mod u la tion 

onto a car rier to be re ceived by a co her ent de tec tor. Our ap pli ca tion is ori ented to homo -

dyne de tec tion with PSK for mat, in mod ern op ti cal com mu ni ca tion sys tems. We mech a -

nize an es ti ma tor op er at ing with a base band ob serv able in ad di tive noise em ploy ing a

state vari able model for the com mu ni ca tion chan nel and op ti mal es ti ma tion tech niques. To 

as sess the per for mance of the gen eral struc ture and sim pli fied ver sions of the es ti ma tor we

made com puter sim u la tions and cal cu lated the r.m.s. value of the phase er ror. With these

re sults we get prac ti cal es ti ma tors that we im ple mented us ing an a log elec tronic cir cuitry

and a DSP. The “con stant vari ance” es ti ma tor ex hib ited the min i mum r.m.s. value of its

phase er ror ob tained ex per i men tally. 

Keywords:  Op ti mal es ti ma tion, homo dyne de tec tion, Wiener pro cesses, phase mod u la -

tion, state vari able.



Intro duc ción

La ma yo ría de sis te mas de co mu ni ca cio nes óp ti cas ac -
tual men te en ope ra ción son del ti po mo du la ción de in -
ten si dad y de tec ción di rec ta (muy atrac ti vos por su re -
la ti va sen ci llez de im ple men ta ción). Por otro la do, exis -
ten tam bién los sis te mas con de tec ción óp ti ca cohe ren -
te con ven ta jas (po ten cia les) im por tan tes so bre los
pri me ros, ta les co mo una ma yor se lec ti vi dad en lon gi -
tud de on da, ma yor sen si ti vi dad en la eta pa de re cep -
ción (Ho, 2005), lo que per mi te (teó ri ca men te) lo grar
dis tan cias ma yo res en los en la ces óp ti cos con po si bi li -
dad de una mul ti ca na li za ción por di vi sión de lon gi tud
de on da (WDM) más den sa (Kahn, 2006), ade más de
una ma yor efi cien cia es pec tral (Lyu bo mirsky, 2006).
Du ran te los años 80’s y me dia dos de los 90’s del si glo
pa sa do exis tió una gran ac ti vi dad de in ves ti ga ción y de -
sa rro llo tec no ló gi co en co mu ni ca cio nes óp ti cas cohe -
ren tes (Xu et al., 2004), el cual fue dis mi nu yen do gra -
dual men te, de bi do prin ci pal men te a la apa ri ción de los
am pli fi ca do res óp ti cos y a la gran li mi tan te tec no ló gi ca
im pues ta por el rui do de fa se de las fuen tes óp ti cas (Ka -
zovsky et al., 1996). Sin em bar go, re cien te men te  ha re -
sur gi do el in te rés en di chos sis te mas (Lyu bo mirsky,
2006, Ka zovsky, 2006, Kahn, 2006), en una bús que da
por in cre men tar la ca pa ci dad de los sis te mas WDM y en 
vis ta de nue vos de sa rro llos tec no ló gi cos, tan to en el
área de las fuen tes óp ti cas, fo to-re cep to res ba lan cea dos
(Dis co very Se mi con duc tors, 2005), sis te mas de pro ce -
sa mien to di gi tal de se ña les de al ta ve lo ci dad (Tay lor,
2004) y apli can do téc ni cas no ve do sas de co di fi ca ción y
sin cro ni za ción (Fi bers.org, 2006). 

La ten den cia ac tual en co mu ni ca cio nes óp ti cas cohe -
ren tes se orien ta prin ci pal men te a la com pen sa ción y
pro ce sa mien to elec tró ni co de las per tur ba cio nes de la
fa se óp ti ca en sis te mas con mo du la ción mul ti fá si ca y
di fe ren cial (Tsu ka mo to et al., 2005, Tay lor, 2004). En
es te con tex to, se rea li za el pre sen te tra ba jo, en fo cán do -
nos en la ob ten ción de un es ti ma dor óp ti mo de la fa se
de una por ta do ra óp ti ca en sis te mas con de tec ción ho -
mo di na, me dian te la téc ni ca de la má xi ma ve ro si mi li -
tud y la re pre sen ta ción en va ria bles de es ta do (Snyder,
1969). Esta téc ni ca ya ha si do em plea da con an te rio ri -
dad pa ra sis te mas he te ro di nos; sin em bar go, de ci di mos
em plear la pa ra sis te mas ho mo di nos por te ner ven ta jas
aso cia das, al cos to de una ma yor com ple ji dad, pe ro con -
du cen te a la ob ten ción de es ti ma do res im ple men ta bles
fí si ca men te. En par ti cu lar, ob te ne mos el es ti ma dor de
fa se en sis te mas con mo du la ción bi na ria; un pa so pre li -
mi nar en el es tu dio de los sis te mas mo der nos de co mu -
ni ca cio nes óp ti cas mul ti fá si cos (Bor ne et al., 2005).

Esti ma ción de fase en sistemas 
modernos de comu ni ca ciones ópticas

La es ti ma ción de la fa se de una se ñal in mer sa en rui do
tie ne gran im por tan cia en sis te mas mo der nos de co mu -
ni ca cio nes (Lyu bo mirsky, 2006, Ka zovsky et al., 2006,
Kahn, 2006, Ca ma tel et al., 2004, Tay lor, 2004). La es ti -
ma ción óp ti ma de una fa se des co no ci da pe ro no alea to -
ria pue de rea li zar se ma xi mi zan do una fun ción de ve ro -
si mi li tud ade cua da (ver por ejem plo Gitt lin et al., 1992), 
re sul tan do en es truc tu ras bien co no ci das ta les co mo el
la zo de ama rre de fa se (PLL) pa ra por ta do ra pi lo to o el
la zo de Cos tas pa ra por ta do ra su pri mi da (Me yers et al.,
1980). De sa for tu na da men te, los pa rá me tros en con tra -
dos en al gu nos cam pos de de tec ción y teo ría de co mu ni -
ca cio nes son in he ren te men te alea to rios, por ejem plo,
los sis te mas de co mu ni ca cio nes óp ti cas cohe ren tes don -
de el pro ce so ob ser va ble pue de ser re pre sen ta do co mo la 
se ñal de fo to co rrien te post de tec ción en rui do adi ti vo y
afec ta da por fluc tua cio nes de fa se alea to rias pro vo ca das 
por los rui dos de fa se tan to del os ci la dor lo cal co mo el
de la se ñal re ci bi da (Ga llion et al., 1980). Esto ha ce ne ce -
sa rio el em pleo de téc ni cas de es ti ma ción de pa rá me tros 
es to cás ti cos pa ra la sín te sis de es ti ma do res óp ti mos pa -
ra pro ce sos alea to rios. La for mu la ción en va ria bles de
es ta do del mo de lo del ca nal per mi te el tra ta mien to de
una am plia va rie dad de es ta dís ti cas de se ña les y rui dos
con mo du la cio nes no li nea les y ha si do am plia men te
uti li za da pa ra ca na les de co mu ni ca cio nes di gi ta les y
ana ló gi cos, en con jun to con prin ci pios de es ti ma ción
óp ti ma que con du cen a la ob ten ción de es ti ma do res que 
pre sen tan un buen de sem pe ño tan to en es ta do tran si to -
rio co mo en es ta do es ta ble (Snyder, 1969, Bag ge roer,
1970). 

Estos es ti ma do res son ob te ni dos me dian te la me ca -
ni za ción de las de no mi na das ecua cio nes del es ti ma dor y 
de la va rian za re sul tan tes de la ma xi mi za ción de una
fun ción de ve ro si mi lutd apro pia da. Han si do re por ta dos 
al gu nos tra ba jos em plean do es te en fo que pa ra la de tec -
ción cohe ren te de un pro ce so alea to rio que mo du la una
por ta do ra in mer sa en rui do, ob te nién do se es truc tu ras
im ple men ta bles de es ti ma do res pa ra el ca so don de la
ob ser va ción es rea li za da a fre cuen cia in ter me dia (de tec -
ción he te ro di na) (Georg hia des et al., 1985, Georg hia des, 
1986). Esto per mi te el fil tra je de tér mi nos in de sea bles
de al to or den que apa re cen en las ecua cio nes del es ti ma -
dor y la va rian za, de bi dos a la na tu ra le za no li neal de la
fun ción de ve ro si mi li tud. En el pre sen te tra ba jo apli ca -
mos las téc ni cas men cio na das arri ba pa ra el ca so más
com ple jo de pro ce sa mien to en ban da ba se (de tec ción
ho mo di na), que es más atrac ti vo tan to des de el pun to
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de vis ta de eco no mía de po ten cia, an cho de ban da y efi -
cien cia es pec tral, así co mo de una de mo du la ción más
sim ple, es pe cial men te pa ra los ca sos de for ma tos de
mo du la ción por co rri mien to de fa se (PSK). 

En es te ca so, te ne mos que tra tar con una con fi gu ra -
ción de es ti ma dor más com pli ca da en com pa ra ción con
los es que mas he te ro di nos de bi do al he cho de que apa re -
cen tér mi nos de al to or den en la fun ción de ve ro si mi li -
tud que de ben ser to ma dos en cuen ta por es tar en la
ban da de pa so (ban da ba se). Con es ta fi na li dad, plan -
tea mos en pri mer lu gar el mo de lo del ca nal con de tec -
ción cohe ren te en una for mu la ción de va ria bles de es ta -
do, y a con ti nua ción de sa rro lla mos el aná li sis, ob te nien -
do ecua cio nes tan to pa ra el es ti ma dor co mo pa ra la va -
rian za que nos per mi ten me ca ni zar un es ti ma dor
óp ti mo. 

Con el fin de com pa rar el de sem pe ño del es ti ma dor
sin te ti za do rea li za mos si mu la cio nes en com pu ta do ra
tan to del es ti ma dor ge ne ral co mo de ver sio nes sim pli fi -
ca das del mis mo. Fi nal men te, im ple men ta mos ex pe ri -
men tos de mos tra ti vos de ba ja ve lo ci dad, tan to en cir -
cui te ría ana ló gi ca co mo me dian te el em pleo de un pro -
ce sa dor di gi tal de se ña les de uso general. 

Modelo del canal con obser vable en banda
base y ruido de fase tipo Wiener

En el re cep tor cohe ren te de la fi gu ra 1 se re ci be la se ñal 
A t

S
( ) con mo du la ción de fa se y po ten cia pro me dio P

S

que es mez cla da con la se ñal de re fe ren cia A t
L
( ) (os ci la -

dor lo cal óp ti co) con po ten cia pro me dio P
L
, (con am pli -

tu des A A
SO LO

,  y fre cuen cias cen tra les f f
S L

, , res pec ti va -
men te) des cri tas por: 

A t A sen f t t m t
S SO S S S K
( ) [ ( ) ( )]= + + +2p j q ,                 (1)

A t A sen f t t
L LO L L L
( ) [ ( ) ]= + +2p j q ,                                 (2)

j
S

t( ) y j
L

t( ), son pro ce sos in de pen dien tes que mo de lan
las fa ses es to cás ti cas de las se ña les mez cla das; q

S
 y q

L

son va ria bles alea to rias dis tri bui das uni for me men te en
el in ter va lo [ , ]-p p , de bi das a la au sen cia de re fe ren cia de
fa se ab so lu ta en trans mi sor y re cep tor. m t

K
( ): k-ési mo

sím bo lo de la for ma de on da mo du la do ra con pe rio do T. 
Si f f

S L
= , el mez cla do y de tec ción cohe ren te (ho mo di -

na je) de A t
S
( ) y A t

L
( ) pro du ce: 

v t I sen t m t
SL H k

( ) [ ( ) ( )]= + +j q ,                                        (3)

con con i rA A
H SO LO

= : am pli tud en ban da ba se y r: res -
pon si vi dad del fo to de tec tor; j j j( ) ( ) ( )t t t

S L
= - :pro ce so

alea to rio re pre sen tan do las fluc tua cio nes de fa se en el 
pro ce so de ban da ba se y q q q= -

S L
. 

En la fi gu ra 2 se mues tra el mo de lo en va ria bles de
es ta do del re cep tor ho mo di no em plea do pa ra la sín te sis
del es ti ma dor de fa se óp ti mo (Snyder, 1969), con el ob -
ser va ble des cri to por la si guien te ecua ción de Ito (Mac -
chi et al., 1981):

v t dt v t dt n t dt
SL

( ) ( ) ( )= + ;                                            (4)

don de n t K d t dt( ) ( ) ( ( ) / ).=
1

0 5 h  es un rui do adi ti vo blan co 
Gaus sia no con den si dad es pec tral bi la te ral N qrP

L0
= , y

q es la car ga del elec trón, h( )t  es un pro ce so de Wie ner
es tán dar y K N

1 0
2= / . La fa se j( )t  pue de ser es cri ta co -

mo: 

d
dt

v w tf = ( ) ( ).D 0 5 ;                                                    (5)

don de w t( ) es un rui do blan co nor ma li za do que ge ne ra el 
proce so de fa se en ban da ba se y D D Dv v v

S L
= +  y D Dv v

S L
, ,

 son los an chos es pec tra les de me dia po ten cia (FWHM)
de la se ñal re ci bi da y del os ci la dor lo cal, res pec ti va men -
te con tiem pos de cohe ren cia t v

CS S
=1/ D  y t v

CL L
=1/ D . 

Las ecua cio nes (4) y (5) cons ti tu yen el mo de lo en va ria -
bles de es ta do pa ra nues tro pro ble ma de es ti ma ción; si -
guien do a Snyder (1969), es ta for mu la ción nos per mi te
apli car las si guien tes ecua cio nes del es ti ma dor (6) y la
va rian za (7):

d t K E e t v t v t
SL

$ ( ) [ ( ) ( )] ( )f =
2 1

                                       (6)

don de: K N e t t t v t v t E
2 0 1 1

2= = - = -/ , ( ) ( ) $ ( ), ( ) ( ) ,f f  y 

E E v t dt
SL1

= [ ( ) ]
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v(t) =      ( t) + n(t)vSL
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Figura 1. Modelo del canal cohe rente homo dino



d t
dt

t
K E e t v t v t K E e t v t dt

c

SL
( ) [ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )]= + -å 2

2

2 3 2

2

                                                                                 (7)

don de:

v t v t E v t
SL SL2

( ) ( ) [ ( )],= -  y v t v t dt E
3 1
( ) ( ) .= -

$( ) [ ( ) / ( ), ]f ft E t v t m j=  

es el es ti ma do del mí ni mo error cua drá ti co me dio
(MMSE) de f( )t  da do el pro ce so de ob ser va ción v t( ), su -
po nien do que fue en via do m j .

La es pe ran za ma te má ti ca es con res pec to a la den si -
dad con di cio nal de f( )t  da da la ob ser va ción y su po nien -
do que fue en via do m p t v t mj j: [ ( ) / ( ), ]f  e t t t( ) ( ) $( )= -f f  es
el error de es ti ma ción, ( ) [( ( ) $( )) ]t E t tå = -f f 2  es la va -
rian za del error de fa se y el estimado de la señal es:

$ ( ) [ ( ( ), , ) / ( ), ], ,v t E v t t m v t m j
SL SL j= =f 0 1 .                (8)

La evo lu ción tem po ral de la den si dad con di cio nal
del pro ce so de fa se f( )t  des cri ta por una ecua ción de
Fok ker-Planck (Meyr et al., 1990, Georg hia des, 1985)
no es re so lu ble o im ple men ta ble, por lo tan to de sa rro -
lla mos las ecua cio nes del es ti ma dor y la va rian za

usando fun cio nes ca rac te rís ti cas del error de fa se y ob -
te ne mos ver sio nes sim pli fi ca das pa ra di chas ecua cio nes
con un error de fa se con dis tri bu ción Gaus sia na, em -
plean do la no ta ción f* y å* pa ra di chos es ti ma dos:

f f*( ) *( ) ( ) ( ) cos( ( ))* *t k t v t e t t dt= -åò 3 2 1

                                                                                 (9)
- åò k t e t t dt

4 1 1
2*( ) ( ) ( ( ))* *sen f

*( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )* * *t
dt

t
k t e t sen t v t dt

c

= - -åòòå 3

2

2 1
f

                                                                               (10)
2 2

4

2

1 1
K t e t t dt* * *( ) ( ) cos( ( ))åò f

don de:

k
I

N e t t e tH
3

0
1 2

4
= = - =å, ( ) exp( *( )), ( )* *

exp
*( )

, ,
-æ

è
ç

ö

ø
÷å t

k
I

N
H

2 4

2

0

 y f f
1

* *( ) ( )t t m j= +

En es tas ecua cio nes (“aco pla das”) del es ti ma dor y la
va rian za, res pec ti va men te, ob ser va mos la pre sen cia de
tér mi nos del do ble de la fa se, no pre sen tes en los es ti -
ma do res he te ro di nos con ven cio na les. Nó te se que la
sim pli fi ca ción de las ecua cio nes (9) y (10) con 

*( ) *t = =åå  cons tan te da un es ti ma dor que de no mi na -
re mos de “va rian za cons tan te” en el cual el va lor de *å
re quie re ser cal cu la do so la men te una vez y es al ma ce na -
do pa ra ser em plea do en los cálcu los per ti nen tes. Esta
es truc tu ra es si mi lar a la ob te ni da pa ra un sis te ma con
sub por ta do ra con mo du la ción PSK (Clark, 1972) que in -
clu ye una ra ma de re troa li men ta ción con un tér mi no
del do ble de la fa se ( ( ))sen 2f . Una sim pli fi ca ción ma yor
de la ecua ción (9) ignorando términos de alto orden
conducen, como era de esperarse, a la estructura de un
PLL tradicional: 

f f
PLL

t k t v t dt* *( ) *exp
*

cos( ( )) ( )= -
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷å

å
ò 3 1

2
           (11)

De sa for tu na da men te es ta es truc tu ra que ig no ra los
tér mi nos de ma yor or den, no es apli ca ble al ca so ho mo -
di no. 
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Figura 2. Modelo en varia bles de estado
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Evalua ción del desem peño

En un sis te ma he te ro di no, el error de fa se pue de plan -
tear se me dian te una evo lu ción de Fok ker-Planck
(Georg hia des,1985), pu dien do en con trar se una for ma
ex plí ci ta pa ra la fun ción den si dad de pro ba bi li dad (pdf)
del error de es ta do es ta ble, (con sis ten te en una dis tri bu -
ción del ti po Tik ho nov) así co mo del error de es ta do es -
ta ble. Sin em bar go, en nues tro aná li sis, la pre sen cia de
tér mi nos de al to or den no per mi te la ob ten ción de una
for ma ex plí ci ta pa ra la pdf, por lo tan to, pa ra eva luar el
de sem pe ño de nues tros es ti ma do res (“ecua cio nes aco -
pla das”, “va rian za cons tan te” y PLL) nos va li mos de un
cri te rio co mún men te em plea do en es te ti po de es que -
mas, el va lor cua drá ti co me dio del error de fa se. Pa ra lo
an te rior, rea li za mos en pri mer lu gar, la si mu la ción de
los es ti ma do res me dian te el uso de un pro gra ma co mer -
cial (SIMULINK), y  a con ti nua ción, se rea li zó una im -
ple men ta ción de ba ja fre cuen cia em plean do un pro ce sa -
dor di gi tal de se ña les (PDS) de pro pó si to ge ne ral. La fi -
gu ra 3 mues tra grá fi cas del error de fa se de los 3 es ti ma -
do res en fun ción del tiem po, ob te ni das me dian te
si mu la ción pa ra dos con di cio nes ex tre mas de ope ra -
ción: a) po co rui do de fa se (an cho de ban da, PNBW= 20 
kHz) y al ta re la ción se ñal a rui do (SNR) de 40 dB, b) pa -
ra PNBW= 20 MHz y SNR= 0dB; ob ser van do que el

es ti ma dor de “ecua cio nes aco pla das” tie ne prác ti ca men -
te el mis mo de sem pe ño que el es ti ma dor de “va rian za
cons tan te” (sus grá fi cas es tán su per pues tas) pa ra am -
bas con di cio nes, te nien do am bos me jor de sem pe ño (el
error de fa se tien de a ce ro) que el PLL que pre sen ta una
de ri va del error de fa se al can zan do va lo res en tre 0.5 y
-1.5 ra dia nes (va lor ina cep ta ble en apli ca cio nes prác ti -
cas). Al rea li zar si mu la cio nes pa ra otras com bi na cio nes
de re la ción se ñal a rui do se ob ser vó un com por ta mien to 
si mi lar, lo que nos con du ce a pen sar que los es ti ma do res 
de “ecua cio nes aco pla das” y de “va rian za cons tan te”
ten drán un buen de sem pe ño pa ra con di cio nes prác ti cas
de ope ra ción. Con fi nes com pa ra ti vos, en la fi gu ra 4 se
mues tra el com por ta mien to de los es ti ma do res de “va -
rian za cons tan te” y PLL im ple men ta dos en un PDS, no -
tan do co mo era de es pe rar se, un me jor de sem pe ño del
pri me ro (el es ti ma do ( *( ))f t  es muy pa re ci do a la fa se
ori gi nal ( ( ))f t ). 

Por otro la do, con la fi na li dad de eva luar la fac ti bi li -
dad de rea li za ción fí si ca, im ple men ta mos la es truc tu ra
de “va rian za cons tan te” me dian te cir cui te ría ana ló gi ca
(ver fi gu ra 5.a), mos tran do en la fi gu ra 5.b un os ci lo gra -
ma tí pi co pa ra rui do de fa se con un an cho de lí nea de
0.5 kHz en au sen cia de rui do adi ti vo, don de se ob ser va
que el es ti ma do ( *( ))f t  si gue fiel men te la ma yo ría de las
va ria cio nes de la se ñal de rui do de fa se ( ( ))f t . 
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Figura 3. Gráficas del error de fase para los tres esti ma dores (ea: ecua ciones acopladas; vc: 

varianza cons tante y PLL) para dos condi ciones de opera ción dife rentes



Conclu siones

En es te tra ba jo em plea mos la for mu la ción en va ria bles
de es ta do del ca nal cohe ren te y téc ni cas de es ti ma ción
óp ti ma pa ra ob te ner una es truc tu ra es ti ma do ra pa ra un 
pro ce so de rui do de fa se mo du lan te en la pre sen cia de
rui do adi ti vo. El es ti ma dor de fa se se ob tu vo pa ra sis te -
mas con mo du la ción bi fá si ca, co mo un pa so pre li mi nar
en el es tu dio de sis te mas mul ti fá si cos y di fe ren cia les
que es la ten den cia en sis te mas mo der nos de co mu ni ca -
cio nes óp ti cas. Si bien se han re por ta do va rias es truc tu -
ras pa ra la es ti ma ción de un pro ce so alea to rio mo du lan -
do a una por ta do ra in mer sa en rui do, to das es tas es truc -
tu ras re quie ren pro ce sa mien to a una fre cuen cia in ter -
me dia (de tec ción he te ro di na); la prin ci pal con tri bu ción
de nues tro tra ba jo es la sín te sis y me ca ni za ción de un
es ti ma dor que pue de ser ob te ni do a par tir de un

ob ser va ble en ban da ba se, re que ri do en la de tec ción ho -
mo di na. Nues tras es truc tu ras sim pli fi ca das con du cen a
es ti ma do res prác ti cos fí si ca men te rea li za bles en cir cui -
te ría ana ló gi ca y en PDS. El pro ce sa mien to óp ti mo en
nues tros es ti ma do res no in ten ta re mo ver la mo du la ción 
tal co mo ocu rre en el PLL con ven cio nal y en re cep to res
ti po la zo de Cos tas o la zo cua dra dor, si no más bien pro -
du ce un es ti ma do del pro ce so de se ñal pa ra ca da una de
las po si bles mo du la cio nes y usa en ton ces es tos es ti ma -
dos en la me jor for ma pa ra iden ti fi car cuál es la in for -
ma ción en via da más pro ba ble. Da do que los tér mi nos
de al to or den en el fun cio nal de ve ro si mi li tud no pue -
den ser eli mi na dos, la es truc tu ra re sul tan te es com ple ja; 
por es ta ra zón me ca ni za mos ver sio nes sim pli fi ca das ta -
les co mo los es ti ma do res de “va rian za cons tan te” y PLL
y rea li za mos si mu la cio nes en com pu ta do ra. Aun que el
ex pe ri men to de mos tra ti vo fue im ple men ta do a una
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ba ja ve lo ci dad de bit, es de es pe rar que el com por ta -
mien to del es ti ma dor sea si mi lar a más al tas ve lo ci da des 
siem pre y cuan do se dis pon ga de los ele men tos elec tró -
ni cos ana ló gi cos ade cua dos y/o de un pro ce sa dor di gi tal 
de se ña les de al ta fre cuen cia, ya que en la so lu ción de las 
ecua cio nes del es ti ma dor no se hi zo nin gu na res tric ción 
en cuanto a la ve lo ci dad de bit. Por otro la do, el si guien te
pa so a se guir con sis te en el plan tea mien to en va ria bles de
es ta do del mo de lo del ca nal pa ra el ca so de mo du la ción
mul ti fa se y/o di fe ren cial y la so lu ción de las co rres pon -
dien tes ecua cio nes del es ti ma dor y la va rian za.

Apén dice

Ba sán do nos en (Georg hia des, 1985), el es ti ma dor
MMSE de la se ñal v

SL
 en la ecua ción (8) es ex pre sa da en

tér mi nos del es ti ma do MMSE del error de fa se co mo:    

$ ( ) Im{exp( ( $ ( ))) [exp( ( ))]}v t I i m t E ie t
SL H j= + f .      (A.1)

Obser van do que M u E iue te ( ) [exp( ( ))]=  es la fun ción
ca rac te rís ti ca del error de fa se y des pués de al gu nas ma -
ni pu la cio nes al ge brai cas lle ga mos a la ex pre sión:    

$ ( ) ($( ) ( )v t v t),t,m M
SL SL j e= f 1 .                                 (A.2)

Por otro la do, en la ecua ción (6) del es ti ma dor, po de -
mos ex pre sar la es pe ran za ma te má ti ca como:

E t t v t I i t m
SL H j{([ ( ) $ ( ) ( ))} Im{exp( ($ ( ) ))}f f f- = +

                                                                              (A.3)
E e t ie t[ ( ) exp( ( ))]

em plean do:

d

d
v t m ) I t m

SL j H j$
($ cos($ )

f
f, , f( )= +                        (A.4)

d

du
M u M u E ie t iue te e( ) & ( ) [ ( ) exp( ( ))]= = ,                  (A.5)

la es pe ran za ma te má ti ca (A.3) pue de ser es cri ta co mo:

E t t v t
d

d t
v t m M

SL SL j e{( ( ) $ ( ( )}
$

($ , , ) & ( )f f
f( )

f- = -)) 1 , (A.6)

tam bién ne ce si ta mos el si guien te pro duc to pa ra la ecua -
ción (7) de la varianza:

( ( ) $( )) ( ) ( ) ( ( ) )f f ft t v t e t I sen t m
SL H j- = + =2 2

I i t m e t ie t
H jIm{exp( ($( ) )) ( ) exp( ( )}f + 2 ,                   (A.7)

y em plean do:

&& ( ) [exp( ( ))] [ ( ) exp( ( ))]M u
d

du
E iue t E e t iue t= = -

2

2

2 ,

la es pe ran za ma te má ti ca de la ecua ción (A.7) es:

E t t v t
SL

{( ( ) $( )) ( )}f f- =2

I E i t m M
H j eIm{exp( ($ ( ) ))( && ( ))}f + - =1

-v t t m M
SL j e($( ), , ) && ( )f 1 ,                                           (A.8)

usan do el pro duc to:

d

d
v t t m v t t m

I
sen

SL j SL j
H

$
[ ($ ( ), , )] ($ ( ), , ) ( ($ (

f
f f f=

2

2
2 t m j) ))+

                                                                              (A.9)

ex pre sa mos la ecua ción del es ti ma dor co mo: 

d t
N

I t m M v t dt
H j e

$ ( ) cos($ ( ) ) & ( ) ( )f f= - +
2

1
0

+ +
I

N
sen t m M M dtH

j e e

2

0

2 1 1( ($ ( ) )) & ( ) ( )f ,                     (A.10)

don de re co no ce mos la re la ción se ñal a rui do: 

SNR
I

N
H=
2

0

.

Pa ra la ecua ción  (7) de la va rian za usa re mos (A.6), 
(A.8) y:

dv t t m

d

I
t mSL j

j

H($( ), , )

$
( cos( ($ ( )

f

f
f

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

= + +

2
2

2
1 2 ))),  (A.11)

pa ra ex pre sar:

d t k k t k t kt( ) { [ cos $ ( )] [ ( ) ]= - + + +åå 6 1 7 9
1 2f

                                                                            (A.12)
[ [ cos $ ( )]k t

8 1
1 2- f +k v t t m v t dt

SL j10
($( ), , ) ( )]}f

con k tt
c

= 1 ,



k
I

N k k M t t m kH
e j5

2

0
6 5

2

1 7
1= = = +, & ( ), $ ( ) $ ( ) ,f f

= = = =M k k k k M k Ne e( ), , && ( ),1 1 2
8 5 7 9 10

0

.

 (A.10) y (A.12) son las ecua cio nes ge ne ra les del es ti -
ma dor y la va rian za. De bi do al he cho de la di fi cul tad de
im ple men ta ción en su for ma ge ne ral, pro po ne mos una
sim pli fi ca ción pa ra el ca so de un error de fa se con dis tri -
bu ción Gaus sia na y ob te ne mos ver sio nes sim pli fi ca das
pa ra las ecua cio nes del es ti ma dor y la va rian za (A.10) y
(A.12), con la no ta ción: f*, *å  y v

SL
*  pa ra de no tar los es -

ti ma dos apro xi ma dos. Pa ra el pro ce so Gaus sia no, la

fun ción ca rac te rís ti ca es: M u t ue ( ) exp ( )= -é

ëê
ù

ûú
å

1

2

2  y

M
t

e ( ) exp
( )

1
2

= -
é

ë
ê

ù

û
ú

å
. 

Rea li zan do las ope ra cio nes in di ca das en (A.10), y
des pués de al gu nas ma ni pu la cio nes al ge brai cas ob te ne -
mos las ecua cio nes del es ti ma dor (9) y de la va rian za
(10), res pec ti va men te.
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