El problema de medir

GUILLERMO GRABINSKY S.*

1 problema de medir figuras geométricas ticne un ori-

gen muy antiguo, adn mds que el de la hisloria es-

crita del hombre. El primer método conocido ¢s ¢l lla-
mado “método de exhausion” introducido por Eudoxio de Cni-
dus (400-347 A.C.), ampliamente desarrollado por Arquimedes
(287-212 A.C.) y posteriormente ignorado. No fue sino hasta
principios del siglo XIX que con la ayuda de los nacientes méto-
dos analiticos es nuevamente examinado, junto ¢on ¢l problema
de integracidn al cual cstd ligado y cuyo desarrollo a partir de
cntonces intentaremos narrar.

A.L. Cauchy en su libro “Calcul Infinitesimel” ( 1823) uliliza
¢l concepto de limite para poner por primera vez ¢l conceplo
de integral de upa funcién ¢n un contexto puramente analflico,
retomando el método de ‘Budoxio como sigue: Sean f
[8,5] = R una funcidn acotadaya = zg < 1 < +++ <
2, = b puntos que subdividen a [a,b] en n subintervalos
cerrados. Se define la suma de Cauchy (hoy llamada suma de
Riemann) como la expresion: T i J(txN#k41 — 2 donde
t € [Zk, Th41) _ _ _

Al Ifmite de estas sumas (si exisle y es independiente de los
puntos £,) cuando la longitud del mayor subintervalo tiende
a cero, s por definicion la integral de f en [a, b] denotada:
R [? fydt. - '

El mismo Cauchy proporciona una demostracidn incom-
pleta de Ja existencia de la integral para el caso cn que f sea
continua, demostracitn que completa J.G. Darboux (en 1875),
al introducir la suma supcrior ¢ inferior (de Darboux) dadas por
las expresiones: Y p—g Mi(Zi+1— ZE)Y Lo ™e(Tks1 —
zy) con My = sup{f(z) : 7 € [Tmzp1)} Yy mx =
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inf{f(z) : £ € [z, ZE41]}. Tomando el limite cuando
la longitud del mayor subintervalo tiende a cero se obtiene la
integral superior ¢ inferior de Darboux (respectivamente) y se
dice que f es Riemann integrable si y sélo si la integral superior
eoincide con la integral inferior es cuyo caso ¢l valor comiin se
define como la integral de Riemann de f.

Se dedict una cantidad considerable de trabajos para encon-
trar condiciones neccsarias y suficientes sobre el conjunto D de
discontinuidades de una funcién acotada f que garanticen la
integrabilidad de Riemann. Al principio se pensé que ello de-
pendia solamente del comportamiento de f en los puntos de D,
hasta que en 1903, G. Vilali demostrd que la integrabilidad de
f depende exclusivamente de la naturaleza de D (pag. 146(2));
hecho que a primera vista resulia sorprendente.

Durante la misma época fueron estudiadas lambién las se-
rics trigonométricas y cn particular s invesligaron algunas con-
diciones suficientes para la convergencia de las series de Fourier
de funciones periddicas, cuyos coeficientes s¢ oblienen calcu-

lando las integrales: [~ f(t)cosntdty [J* f(t)senntdt. En
este Ambito y en casi todas las ramas del Andlisis, ¢s de suma
importancia el problema de justificar la integracidn término a
término de Jos sumandos de una serie de funciones que con-
VEerge pero no necesariamente de manera uniforme. P du B.
Reymond probdé en 1883 que en el caso en que la seric de Fou-
rier sea la de una funcidn continua, ésta puede ser integrada
término a término, lo cual mostrd que en una clase de ejemplos
muy importante tal resultade era vilido (pag. 111 (2)). Se re-
alizaron esfuerzos adicionales para resolver este problema con
el fin de encontrar condiciones generales que permiticran este
procedimiento, sin embargo la integral de Riemann resultd ser
poco dlil ya que el limite no uniforme de funciones Riemann in-
tegrables pucde no serlo. El teorema de Arzela-Osgood (1898)
sobre la convergencia acotada es el mejor resultado de este tipo
(TEO 22.14 pag. 288 (1)).

Por otro lado, estudiando la estructura de los conjuntos de
unicidad para series trigonoméiricas, desde 1870, G. Cantor

introduce las nociones bdsicas de la tcorfa moderna de los
conjuntos; teorfa que no sélo revoluciond el enfoque y el

lenguaje del problema de medida e integracidn sino todas
las dreas de las Matemdticas. La retroalimentacidn entre la
teoria de la integracidn y la de las series trigonométricas es el
perfecto ejemplo de como los problemas y avances en un drea
enriquecen a otra (5).

Los primeros intentos modernos por asociar un valor nu-
mérico llamado medida (longitud, drea o volumen) a la mayor
cantidad de objetos geométricos A se deben a A, Harnack, O.
Stolz y G. Cantor (1884-1885) (pags. 61-70 (2)). Estos fueron
infructuosos pues sGlo proponian aproximaciones para A por
afuera, asigndndole el infimo de las sumas de las medidas ordi-
narias de objetos mds simples, como intervalos o celdas cuyas
uniones finitas cubren a A. Parie esencial del fracaso fue que
dicha asignacin no resultaba ser aditiva, propicdad aceptada
como bdsica para una medida. Dicha falla fue reconocida por
G. Peanoy C. Jordan quienes introdujeron aproximaciones por
fucra y desde adentro de A, llamadas “el contenido exterior™
y “el contenido interior” de A respectivamente. Cuando am-
bos valares coinciden lo definen como &1 contenido (Inhalt) de
A. Dicho concepto sin embargo, posee todavia un valor limi-
tado, ya que a conjuntos tan comunes e importantes como el de
los racionales no s¢ les puede asignar un contenido (2) (Si A
= QM [0, 1] entonces el contenido exterior de A esigual a 1,
mientras que ¢l conlenido interior es igual a cero).

E. Borel ataca estc problema para subconjuntos de R

“extendiendo primero la longitud ordinaria de intervalos a

abicrtos més generales, baséindose en que todo conjunto abierto

€5 la unidn numerable y disjunta de intervalos abiertos, y

asigndndole la suma de las longitudes de los intervalos que
lo conforman, la cual e muy bien ser infinita. Mediante
iteracién indefinida y ¢l mismo proceso de extensidn, obliene
una medida o- aditiva sobre la clase, llamada hoy en dia, de
conjuntos de Borel.

El paso decisivo es dado por H. Lebesgue en su tesis
doctoral “Integrale, longeur, volume™ (1902) en la que combina
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las ideas de sus predecesores Jordan y Borel, salvo que en
las aproximaciones utiliza cubiertas numecrables en lugar de
cubiertas finitas tanto para subconjuntos de R como de R™.
A continuacion define la integral {de Lebesgue) de funciones
no negativas como ¢l “drea” del conjunto ordenado inferior
cuando este conjunto ¢5 medible en ¢l sentido de Lebesgue y
que evidéntemente es la alirmacidn correspondiente a la poco
formal, pero muy sugestiva, de que la integral cn ¢l “drea bajo
la curva®.

Las ventajas de 1a nueva in-
tegral fueron reconocidas de in-
mediato y aplicadas primero al
estudio de series de Fourier por
¢l mismo Lebesgue, P. Fatou,
N.N. Luzin y A. Denjoy, por
mencionar s6lo algunos, exten-
diendo cada uno de los resul-
tados (5). Ademds de ampliar
Ia familia de funciones sucepli-
bles de ser integradas, la nueva
inlegral posee una propicdad
fundamental que no comparie
con la integral de Riemann, qué
€5 un teorema muy general de
convergencia mondtona, y su
corclanio ¢l teoréma de la con-
v;;rgcncia dominada (pag. 128
(2))-

Los trabajos de M. Frechet,
cn 1915 y de K. Carathcodory,
en 1918 abstracn los concep-
tos de Lebesgue v los desligan
de su origen en espacios cucli-
deanos, asi como del marco Lo-
poldgico, para estructurar una
teorfa axiomatizada de la me-
dida de integracion ¢n la cual
sélo se considera un conjunto
novacio X, una familia especial
de subconjuntos de X llamada
una e-dlgebra, una medida de-
finida sobre dicha familia y las
funciones que son medibles (4).
Este mismo marco es ¢l usado
¢n la teoria moderna de Proba-
bilidad, en la que X es ¢l espa-
¢io de mucstras, la o- digebra es
la familia de cventos y una me-
dida de probalilidad sobre e¢lla.
Las funciones medibles corres-
pondcn a las variables alealo.-
rias.

El estudio de funciones absolutamente continuas (Le. inte-
grales indefinidas de funciones integrables) iniciada por G. Vi-
Lali en 19035, asf como la teorfa de diferenclacin de éstas, son
extendidas por M.J. Radony O. Nikodym (4) a espacios abstrac-
Los de medida y conslituye hoy en dia una herramienta bdsica en
la Teorfa de Probabilidad (teorfa de martingalas, por cjemplo).

Otro enfoque usado en el problema de 1a inlegracidn es el
de WH. Young (1911) y especialmente ¢l de BJ. Daniell (1917-
1918), ambos influidos sin duda por el desarrollo del Andlisis
Funcional, que consiste ¢n tomar a la integral como cl con-
¢epta fundamental y considerarla como una funcional lineal, no
negativa, con la propiedad de la monoton(a (correspondiente al

TCM. de Levi} y definida sobre un espacio vectorial V de
funciones acoladas, que ademds s cerrado bajo Loma de
méximos y minimos.

Mediante un procedimicnto de extensidn se obticne una
nueva integral para la familia W de limites no decrecientes de
elementos de V. A continuacidn si =W denota la familia de
funciones — f con f € W, entonces se define f(=f) == [ f
con la intencidn de preservar la lincalidad. Finalmente, dada
una funcién arbilraria f, se le aproxima mcdlantn funciones
g € =W yh € W iales que
g < f < hy s¢ define la
integral de f en el caso de que
cl supremo de las integrales de
las ¢ € —W coincida con el
infimo de las integrales de k €
W v ¢l valor comiin se e llama
la integral de Daniell de f (3).

En ¢l caso especial de la in-
tegral de Lebesgue en un in-
ievalo [a, b), se empicza con
V igual al espacio de funcio-
nes continuas definidas en €1,
Para ¢ste caso W consiste en
las funciones semicontinuas su-
periormente y =W ¢n las fun-
ciones semicontinuas inferior-
menic ¥ 1a clase de funcioncs
que resullan ser integrables con
¢l méiodo de aproximacidn des-
crito coincide con la familia de
funciones que son Lebesgue in-
legrables,

En afios recienles ¢l pano-
rama s¢ vuclve mas absiracto
lodavin, ya gque se consideran
funciones o medidas womando
valores en un espacio veelorial
normado en el que el concepto
dc orden pierde sentido (un
cjemplo elemental ¢s ¢l de fun-
cioncs 0 medidas complejas) v
asi, las integrales son veclores
tambicn. Algunos de los mélo-
dos y resultados vilidos para
la integral de Lebesgue se ge-
neralizan para €sta nueva inte-
gral (llamada la integral de Bo-
chner (1933)), mieniras que en
OLras ¢ Necsano usar méodos
sofisticados del andlisis (uncio-
nal {vgr resullados que corres-
pondan al de Radoen-Nikodym)
& Cudl serd ¢l siguicnie nivel de abstraccidn? Lo desconorco,
aungue creo que al tema le resta edavia mucha cuerda. (B
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