CIENCIAS

Un problema de froniers:
en matematicas

1 propésito de este ensayo es presentar dos resulta-

dos que sacudieron las matemdticas durante los

afios ochenta. Se trata de la clasificaciéon de las va-

riedades de dimensién cuatro (4-variedades), sim-
plemente conexas, realizada por M. Freedman, y del teorcma
de S. Donaldson, sobre diferenciabilidad de 4-variedades.
Dar los resultados con el rigor adecuado se saldria completa-
mente de la mira de este trabajo, de modo que, en vez de
eso, con el objeto de plantearlos, haremos un recorrido a
través de conceptos matemdticos mucho mds accesibles. Asi,
presentaremos las superficies, su construccién y clasificacién,
como motivacién para el resultado de Freedman. Ya que las
superficies son hermosos objetos matematicos de compren-
sion sencilla, esto debe equilibrar y hacer mas accesible la
parte mds técnica requerida para plantear los resultados de
Freedman y Donaldson.

Por otro lado, el lector menos cercano a la forma de pen-
sar de los matemdticos puede, haciendo un pequefio esfuerzo,
saltarse algunos detalles, si tiene in mente que cl juego geo-
métrico de este articulo es el planteamiento de similitudes y
diferencias entre las superficies y las 4-variedades, en Ia mis-
ma forma que un gedgrafo o un astrénomo podria plantear
las similitudes y diferencias entre la superficie de la ticrra
(que es una esfera), y la 4-variedad (ain desconocida) que
describe la forma del cosmos, es decir, del espacio ticmpo de
todos los eventos que constituyen el universo. [A este respec-
to vale la pena sefialar la obra singular, que por su contenido
y su belleza se ha convertido en un best seller a nivel mundial.

Se trata del libro de S. Hawking, A Brief History of Time del

cual ya hay una versién en espafiol.] ,

Antes de entrar en el problema conviene iniciar la discu-
sién hablando de un resultado cldsico de la topologia. Es un
ejercicio relativamente simple el de imaginar el concepto de
superficie. Se trata de un objeto geométrico, que en la cerca-
nia de cada uno de sus puntos se ve como un plano. En la

figura 1 se ilustran algunos ejemplos de superficies. Se trata .

de la superficie esférica, o simplemente esfera S, la superficic
de una rosca, o simplemente toro, F).
Se tiene también la superficie de un “brezel” (el panecillo
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alemdn mal llamado “pretzel”, que parece la superficie de
dos roscas que al hornearse se quedaron pegadas), o superfi-
cie orientable de género 2, Fa. La superficie F2 se obtiene de
dos toros haciendo la operacién suma conexa, que consiste en
pertorar sendos agujeros en los toros y pegar a ambos a lo
largo de los bordes; es decir, F2 = F; # F1. (Figura 2.)

Este proceso de suma conexa puede continuarse y asi ob-
tener F3, Fy, ..., Fy. Fy es la superficie conexa de género g. (Fi-
gura 3.)

Un método alternativo de obtener las superficies orienta-
bles es como sigue. En el caso del toro podemos tomar un
pedazo de “membrana eldstica” con la forma de un cuadrado
y pegar sus lados opuestos como se indica en la figura 4.

La construccion general de Fy se obtiene de un 4g-gono, o
sea, un poligono regular con 4g lados, pegando sus lados co-
mo se indica.

Si seguimos jugando con esta idea, podemos, por ejemplo,
tomar un cuadrado otra vez, pero ahora pegaremos los lados
de manera muy distinta a la que seguimos en el ejemplo an-
terior; lo haremos como se indica en la figura 5. Obtendre-
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mos algo todavia mds dificil de imaginar, pues en el mundo
en que vivimos no se podria llevar a cabo una construccitn
semejante; el resultado abstracto sl existe; sin embargo, no vi-
ve en el espacio euclidiano de 3 dimensiones, R,

En Ia figura 6 se ilustra, a pasos, [a construccion anterior.
Al resultado se le conoce como botella de Klein, Na, o superfi-
cié no onentable de género 2,

Esta és una superficie no orientable; es decir, podemos dar
un paseo “alrededor” de Nz, y al volver “perdemos la orien-
tacién”, En otras palabras, se intercambia la derecha por la
izquierda. Corroborar esto, en el caso de la botella de Klein,
€5 un ejercicio sencillo de imaginacion,

Un ejemplo muy impartante de objéto no orcéntable ts la
banda de Mobius, que es una superficie con frontera. Se cons-
truye tomando un cuadrado e idemificando dos de sus Indos
apuestos, invirtiendo asi su orientacion, como se indica en o
E[gum?

Si @ una banda de Mobius le pegamos un disco a lo largo
de su frontera, obténemos una superlicie no orientuble cono-
cida como el plano provectivo, Ny = P*. (Figura §. )

 Esia construccitn, sin embargo, tampoco puede realizarse
en ¢l espacio euclidiano de tres dimensiones. Si tomamos
ahora dos bandas de Mobius v las pegamos 4 1o largo de su
frontera (construccion que tampoco se pucde realizar en el
espacio de tres dimensiones), obténemos unn botella de
Klein, Es un hecho que ninguna de las superficies no orienta-
bles sin frontera puede construirse deniro del espacio eucli-
diano de dimension tres. Ya que la bandn de Mobius es un
pimw proyectivo con un agujero, la botella de Klein resulta
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Figura 7.

Figurn 8,

Flgura .

L.r una suma conexa de dos plonps proyectivos, es decir,
=P #p

i_’,nrnn en el caso oricntable, se puede Continuar este pro-
ceso obleniendo las superficies Ny, Ny, Ny, © sega, esta dlti-
ma, [ spperficie no orentable de género g,

Mds lormalmente, ¢l concepto de superficie o de variedad
de dimension 2 es ¢l siguiente: es un ohjeto geométrico que
[ocalmente se ve como un plano, Es decir, es un ohjeto geo-
métrico tal, que se¢ pueden dibujar mapas de sus regiones. La
fgura % fustra una porcidn de una superficie,

Decimos que lu superficie, o variedad de dimension 2, es
eerrada sioes acstada (no es infinita) v no tene frontera; cs
deeir, 8i no hay caminos que conduzean al “infinite™, Son
cjemplos dé variedades cerradas todas las variedades S°, Fi,
Une de los resultados centrales de la wopolo-
i es ¢l Tearema de clasificacian de superficies, El caso arien-
table lo probé Mobius (1790-1868) en 1861, en un (rabajo
que somelid para el Grand Priv de Matlidmatiques de Ja Aca-
demia de Ciencias de Parls. A pesar de la trascendencia del
tesultado, ni ésie ni ninguno de los otros trabajos matemdti-
oo presentados fue considernde por el jurado. El resultado
del planteamicnta de Mobius s el sipuiente:

TEQREMA. Tude superficie corradu estd en la lisia 8%, F,

El sigpificado de esto s que cudlquier superficie cerrada
la podemos deformar, sin romperla, hasta convertirla en algu-

Figuri-4.
L]
e,
L3 ]
By My Nz
da arfgen n My = BP2 R Ny Boyelier dy Blein o supsrficre
e el e plrecen 3

Figura 5.
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na de las de la lista, siempre y cuando imaginemos que
hecha de alguna tela eldstica. Por ejemplo, podemos con
rar la superficie de una taza y la superficie de una rosc
sea F1); es facil ver que una se puede deformar y tran
marse en la otra. (Figura 10.)

La clasificacién de objetos geométricos reviste gran i
tancia, desde otros aspectos de la ciencia, como la geogl
la astronomia o la fisica. Por ejemplo, en la Edad Media
se concebia a la tierra con un criterio local. La nocién g
que de ella se tenia era errénea. Se pensaba que la tierr:
plana, porque localmente asi se percibe. (C6mo decidir,
de una perspectiva local, qué forma tiene la tierra?

Efectivamente, la tierra localmente es “plana”: los ¢
grafos lo habian demostrado incansablemente. Hacer maj
planos de regiones de la tierra, muestra que ésta se ve }
mente como un plano. De ahi, sin embargo, no se puede
cluir que globalmente sea plana. (Figura 11.)

El aceptar que la tierra rota y que, por lo tanto, tien
metria rotacional, no resuelve el problema; la tierra podri
ser una esfera, incluso bien podria ser un toro, como se v
la figura 12.

Figura 1

Figura 12
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Los objetos que hasta ahora hemos estudiado se puc
describir localmente por dos coordenadas reales. Subyac
ellos, asi, el concepto de plano euclidiano o espacio eucl
no de dimensién dos, R% que se obtiene del concepto de
ta real, R, donde viven los nimeros reales, tomando pai
de éstos. Si cambiamos el concepto de recta real, R, pc
concepto de plano complejo, C, donde viven los nim
complejos, y en ¢l cual, por cierto, todas las ecuaciones -
nomiales tienen’soluci6n, construimos un espacio de dit
sion 4, que consiste de parejas, ahora de nimeros compl
en analogia con el plano cartesiano que consiste de pa:
de numeros reales. En otras palabras, el plano complej
un espacio euclidiano de dimensién dos, con una estruc
de conjunto de nimeros, y su correspondiente espacio de
rejas C?, es un espacio euclidiano de dimensién cuatro.

Usando este espacio de dimension cuatro, podemos 1k
desde el concepto de variedad que localmente se ve com
plano, al de una variedad que localmente se ve como ul
pacio de dimensién cuatro y que, localmente, se puede
cribir por dos coordenadas complejas; es decir, llegam¢
concepto de 4-variedad. Este concepto tiene en matema
un significado muy importante; sin embargo, transgred
frontera de las matematicas. Seguin la fisica, nuestro univ
tiene cuatro dimensiones; €s €sta la vision del espacio-tie
Como en el medioevo con la tierra, la vision que actualm
tenemos del universo es local, y localmente se ve como R
decir, como el espacio euclidiano de dimensién cuatro. E
una 4-variedad. Pero, équé forma tiene globalmente?

Mike IFreedman obtuvo el miximo galardon que se ot
a un matemdtico, la Medalla Fields, en 1986, por su clasi
cion de las 4-variedades cerradas, orientables, simplem
conexas (es decir, tales que cualquier trayectoria cerrad
ellas puede contraerse), clasificaciéon que tiene un asomt
parecido con la de las superficies. Antes de enunciarla
viene reformular la clasificacion de las superficies. Para
mencionaremos, sin entrar en detalles, que a una supei
puede asocidrsele una matriz simétrica candnica (la matr.
una forma bilineal llamada su forma de interseccion). El
rema de clasificacion puede entonces reformularse, com
expresa en la siguiente tabla:

Las matrices de} primer tipo son de 2n x 2n, si la ¢
conexa tiene n términos, es decir, si la superficie es orit
ble de género n, y, andlogamente la segunda es de n x n,
superficie es no orientable de género n. En el fondo lo
csto dice es que para las matrices del primer tipo, la suf
cie correspondiente es orientable de género igual a la n
de la dimensién de la matriz, mientras que para las mat
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del segundo tipo, la superficie correspondiente es no orienta-
ble de género igual a la dimensién de la matriz.

De la misma forma que para las superficies, a cada 4-va-
riedad cerrada, orientable, simplemente conexa, se le puede
asociar una matriz simétrica canénica. Como en el caso de las
superficies, esta matriz determina la variedad, e, inversamen-
te, dada una variedad, a ésta le corresponde una matriz.

Hay una matriz “excepcional”, de 8 x 8, a saber:

COoOO0O=NHRO
COORNHOO
OMRNOOO
CONN=ROOOO
NO=EOOOoOO
N=OOoOOOCOO

a la que segun el teorema de Freedman le corresponde una
4-variedad, Vs.

Simon Donaldson también obtuvo en 1986 la Medalla
Fields por un trabajo extraordinario de interdisciplina, en el
que usando varias 4reas de las matematicas, y basando sus ar-
gumentos en la Teoria de campos de Yang-Mills, que es una
muy importante drea de la fisica, estudi6 las matrices asocia-
das a una 4-variedad, en relacién con la estructura diferencia-
ble de la variedad. Vagamente, la estructura diferenciable
permite realizar en la variedad, en la vecindad de cada uno
de sus puntos, célculo diferencial (o sea, derivadas de todos
los 6rdenes)

De los resultados de Freedman se obtiene la clasificacion
de las 4-variedades cerradas, -orientables, simplemente cone-
xas, que admiten una estructura diferenciable, a saber:

Finalmente, para concluir este pdrrafo enunciaremos el re-
sultado principal de Donaldson.

TEOREMA (Donaldson 1982). Si V es una variedad de di-
mension cuatro, simplemente conexa, compacta y tal, que su
matriz asociada es definitivamente positiva, entonces su matriz
candnica es

14

Este teorema de apariencia tan inocente, tiene dos aspectos
centrales:

1. Su demostracion depende de la teoria de Yang-Mills; es
decir, es una aplicacion de la fisica a las matematicas.

2. Tiene vastas aplicaciones, incluyendo la secuela de in-
vestigacion que ha dejado.

Una consecuencia asombrosa del teorema es la siguiente:

El espacio euclidiano de dimension 4, R?, admite una infini-
dad de estructuras diferenciables.

En su secuela tiene investigaciones recientes sobre la geo-
metria diferencial de haces sobre variedades de dimension
cuatro, que llevan a cabo fisicos y matemdticos, y que, entre
otras muchas cosas, busca resolver el enigma de Einstein: Ex-
plicar el campo unificado.

¢Qué forma tendr4 el universo? ¢Serd la del espacio eucli-
diano R‘, o la de la estera S, o la de alguna de las varieda-
des de la lista? La respuesta la tendrén los astrénomos al in-
crementar ain mds el alcance de sus telescopios.
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