ANGEL TAMARIZ M.

3 | CIENCIAS 68 OCTUBRE = DICIEMBRE 2002

Una intuicion que no es extrafa al
espiritu humano es la sensacion de
gue formamos parte de una reali-
dad que va mas alla de lo que pueden
observar nuestros sentidos. Cuando
tenemos la suerte de gozar las ima-
genes magicas de estrellas o galaxias,
gue en la actualidad los grandes te-

lescopios son capaces de transmitir-
nos, o cuando tenemos la oportuni-
dad de disfrutar las imégenes de lo
muy pequefio, como el tejido celular
de Volvox aureus o de las primeras cé-
lulas de la formacién de un ser hu-
mano en el tero materno, y estamos
conscientes de que lo pequefio, las
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el paraiso de Cantor

Ningun otro problema
ha conmovido tan profundamente

el espiritu del hombre.

iEl infinito!

DAviD HILBERT

células, esta formado por partes mas
elementales y diminutas como los or-
ganelos, que lo estan por proteinas y
acidos nucleicos, y éstos a su vez se
constituyen por particulas ain mas
pequeiias (moléculas, atomos), enton-
ces se nos presenta con fuerza la vi-
sién de nuestro universo inmenso, e

inmerso —;por qué no?— en otros
universos conteniendo realidades ini-
maginables. Estas sensaciones ya las
expresaban Kant y Shakespeare en
formas diversas: “La fabrica del mun-
do nos produce un silencioso asom-
bro por su inmensa grandeza y por la
variedad y la belleza infinitas que por
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todas partes resplandecen en ella”,
dice el primero en su Historia gene-
ral de la naturaleza y teoria del cielo,
mientras que en Hamlet se puede leer:
“Oh Dios, podria estar inmerso en una
cédscara de nuez y sentirme rey del
espacio infinito”

Podriamos intentar dar una prime-
ra definicion de infinito diciendo que
es la palabra con la cual designamos
la sensacion del espiritu, el cual perci-
be que la realidad limitada por nues-
tros sentidos no es toda la realidad.
Asi, el infinito seria el producto de
una experiencia sublime, ya sea es-
tética, cientifica, mistica, poética o
amorosa, como lo escribi6 Pablo Ne-
ruda: “Beso a beso recorro tu pequefio
infinito” —definicion emocional y mis-
tica que depende de las sensaciones
de cada uno de nosotros.

La experiencia de lo infinito apa-
rece definitiva e insistentemente, con-
servando sus caracteristicas del infini-
to emocional que definimos antes,
cuando nos acercamos a la geome-
tria y a los nimeros, cuando hace-
mos matematicas.

Recordemos, por ejemplo, el pro-
blema de los segmentos de recta que
no pueden ser comparables usando
una unidad comun (figura 1); éste es
el problema de los nimeros irraciona-
les. ¢Qué significa una magnitud que
necesita, para ser definida, una suce-
sion infinita de aproximaciones por
medio de nimeros conocidos? Esto
ya lo habian observado los pitagéricos
cuando descubrieron la raiz cuadra-
da de 2, es el caso también de x; un
numero cercano a él es 3.1415926535
89793238462643383279502884197169
(en la actualidad, con el uso de las
computadoras, se han podido obtener
aproximaciones a x cuya representa-
cién decimal se expresa con hasta
mas de cincuenta mil digitos).

O recordemos también las famosas
paradojas de Zendn de Elea, quien,
en el siglo v a. C., planteaba, de ma-
nera contundente, las dificultades que
los procesos infinitos crean entre la
realidad l6gica y la realidad fisica.
Aquiles, el héroe griego, y una tortu-
ga deciden medir sus habilidades e
inician una carrera. Aquiles le da ven-
taja a la tortuga permitiéndole que
inicie la carrera en una posicion mas
adelantada. Resulta entonces que, ba-
jo estas condiciones, éste jamas po-
dra alcanzar a la tortuga, pues cuando
llegue al lugar en donde la tortuga co-
menzo6 la carrera, ésta estaré adelante
de él, y cuando alcance este segundo
punto, que ya toco la tortuga, ésta es-
tara en algln lugar adelante, etcétera
(figura 2). Por tanto, Zendn concluye
que el movimiento no existe.

Es también en el siglo xix cuando
Peano define a todos los numeros na-
turales mediante una coleccién finita
de axiomas, que permite decidir mu-
chas propiedades matematicas por
medio de la llamada inducciéon ma-
tematica. Por fin, a finales del siglo
xIX, es el matematico aleman Georg
Cantor quien resuelve de manera ma-
gistral el problema de lo infinitamen-
te grande. Reflexionaremos primero
sobre los conjuntos, los nameros y lo
que significa contar y comparar na-
meros. Recordemos que a < b signifi-
caque aesmenoroigualqueb;a<b
significa “a es estrictamente menor
que b”; a € A quiere decir que el ob-
jeto a es un elemento del conjunto
A; a & A debe leerse “a no pertenece
a A’ ya=bcomo “a es diferente de
b”; los simbolos {a,b,c,d}y{a EA: a
satisface @} se usan para denotar al
conjunto que contiene solamente los
objetos a, b, cy d, y al conjunto de ele-
mentos del conjunto A que satisface
la propiedad g, respectivamente.



NUmeros y conjuntos

En matematicas se trabaja con sim-
bolos, con numeros, con objetos geo-
métricos, como los tridngulos o las
rectas, o los puntos de un plano. Tam-
bién, y principalmente, se trabaja con
conjuntos formados por objetos ma-
tematicos como: 1) el conjunto de
los primeros 5 numeros naturales:
{1,2,3,4,5}; 2) la coleccién de los na-
meros que dividen al niamero 12:
{1,2,3,4,6,12}; 3) la coleccion de cir-
cunferencias que pasan por dos pun-
tos diferentes a y b en el plano; 4) el
conjunto de los niimeros naturales N
={1,2,3,...,n,n+1,..}; 5) el conjunto
de los puntos en una recta (figura 3).
Precisamente a los puntos de esta rec-
ta les llamamos los nameros reales, y
denotamos a este conjunto con el sim-
bolo R, y 6) el conjunto {x": n €N},
que es una coleccion de curvas en el
plano.

Si Ay B son dos conjuntos, en-
tonces Ax B es el conjunto formado
por todos los objetos de la forma (a,b)
en donde a €Ay b €B. Ademas, una
subcoleccion B de los elementos de
un conjunto A, es también un con-
junto. En este caso, decimos que B
es un subconjunto de A.

Un conjunto de particular impor-
tancia y que seguramente Ilamara la
atencion del lector, es aquel que ca-
rece de elementos, al cual llamamos
el conjunto vacio y lo denotamos con
@. La consideracion de este concep-
to no es un acto de excentricidad, asi
como no lo es la inclusion del cero
en el sistema numérico.

Otros ejemplos de conjuntos son
las funciones: Una funcion f defini-
da en un conjunto A y con valores
en un conjunto B es un conjunto
{(a,f(a)) : a € A} contenido en A x B
de tal forma que a cada a €A le aso-

ciamos un solo elemento f(a) en B
(figura 4).

A partir de los ejemplos aqui plan-
teados, podemos dar una primera
clasificacién de los conjuntos. Algu-
nos tienen la peculiaridad de que
sus elementos pueden ser escritos o
representados graficamente de ma-
nera exhaustiva. Este es el caso de
{1,2,3,4,5} o es el caso del conjunto
de rectas que pasan por cuatro pun-
tos fijos en el plano. En cambio, si
tratamos de escribir todos los nume-
ros naturales uno después de otro,
nos convenceremos rapidamente de
gue esto es imposible. Es decir, nues-
tros sentidos no pueden percibir, usan-
do el tiempo y el espacio en donde
vivimos, a todos y cada uno de estos
nameros.

Esta idea se aproxima a la defini-
cion intuitiva y emocional de infinito
gue dimos antes. Asi podriamos ha-
cer un segundo intento por definir
infinito de una manera mas formal:
“Un conjunto A es finito si podemos
representar graficamente a cada uno
de sus elementos en un momento y
lugar determinado. Si esto no es po-
sible, diremos que A es infinito.”

Observemos, sin embargo, que si
bien no podemos escribir a todos los
elementos de N de una sola vez, si
podemos definir a todos estos ele-
mentos usando una coleccion finita
de palabras : 1 es un namero natu-
ral, si k es un nimero natural, enton-
ces k+1 es un numero natural.

Contar

Cuando tenemos frente a nosotros
una coleccidn finita de objetos (di-
gamos, una bolsa de monedas) y que-
remos contar cuantos objetos son, re-
producimos basicamente la siguiente
operacion: seleccionamos (con las
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manos, con la vista o con algun ins-
trumento) primeramente uno de los
elementos por contar y menciona-
mos la palabra “uno”, luego tomamos
un elemento diferente al anterior y
decimos “dos”, y asi proseguimos has-
ta acabar con todos los elementos de
la coleccion. Graficamente podemos
representar esta operacién como se
muestra en la figura 5.

Asi, la accion de contar los ele-
mentos de un conjunto finito A que
contiene k objetos, es basicamente la
de establecer una correspondencia
exhaustiva y uno-a-uno entre los ele-
mentos del conjunto A con los ele-
mentos del conjunto {1,2,...,k}.

Una vez que estamos conscien-
tes de lo que significa contar, pode-
mos preguntarnos qué es el nUmero
3. Lo primero que se nos ocurre para
contestar esta pregunta es tratar de
dar ejemplos. Tomamos tres manza-
nas y decimos “tres manzanas”, to-
mamos tres sillas y decimos “tres si-
llas”. Decimos, “el conjunto {1,2,3}
tiene tres elementos”, o “el triangu-
lo tiene tres lados” Pero el ser tres
no depende de las manzanas o de las
sillas o de los lados del triangulo. ¢ Co6-
mo resolver pues esta pregunta? Una
buena alternativa es la siguiente: el
numero 3 es la clase de todos los con-
juntos que tienen tres elementos (fi-
gura 6).

Esto tiene sentido, y lo podemos
hacer con cada nimero natural. Inclu-
so, esta definicidon nos permite tam-
bién comparar entre dos nimeros
dados, digamos 3y 5. ;Cual es el ma-
yor de ellos? Tomamos un represen-
tante del primero, digamos {1,2,3},
y uno del segundo: {1,2,3,4,5}. Es cla-
ro que podemos establecer una rela-
cién exhaustiva y uno-a-uno entre el
primero y un subconjunto del segun-
do, pero es imposible hacer lo mismo



en sentido inverso. Entonces decimos
gue 3 es estrictamente menor que 5.

Georg Cantor y el infinito

Son estas ideas basicas, planteadas
en la seccién anterior, las que inspi-
raron a Cantor a finales del siglo xix
a resolver el problema de lo infinita-
mente grande. Su magistral inven-
cion fue el concepto fundamental de
funcion biyectiva, es decir, la idea
de una relacion exhaustiva y uno-a-
uno. Con més exactitud: Una funcién f
definida sobre un conjunto A y con
valores en un conjunto B es biyectiva
si (1) f relaciona cada dos elementos
diferentes de A con dos valores dife-
rentes de B, y (2) cada elemento en
B esta relacionado con uno de A (fi-
gura 7). Si es posible establecer una
relacion biyectiva entre los conjun-
tos Ay B, entonces decimos que Ay
B son equivalentes o tienen la mis-
ma cantidad de elementos.

Es asi, con la idea de funcion bi-
yectiva, como podemos definir de ma-
nera mas precisa lo que significa que
un conjunto sea finito o infinito: A es
finito si es vacio o si existe un nime-
ro natural k y una funcién biyectiva
entre los elementos de Ay los pri-
meros k nimeros naturales (figura
8). Y un conjunto es infinito si no
existe una funcion con estas caracte-
risticas.

Estas ideas nos conducen a gene-
ralizar el concepto de nimero: un nu-
mero es la clase de todos los conjun-
tos que son equivalentes (es decir,
gue tienen la misma cantidad de ele-
mentos). Asi, como dijimos antes, a la
clase de todos los conjuntos con tres
elementos le llamamos nimero 3. De
esta manera podemos también con-
siderar la clase de los conjuntos que
tienen la misma cantidad de elemen-

tos que los nameros naturales. El nd-
mero que designa a esta clase es el
numero infinito alef-cero, el cual se
escribe comoy,. (alef o aleph, x, es
la primera letra del alfabeto hebreo
y corresponde a la letra A.)

Con la idea de funcion biyectiva
podemos entonces hablar de conjun-
tos finitos y de conjuntos infinitos
con toda precision y de nimeros ma-
yores que otros; es decir, podemos
determinar cuando un conjunto tiene
mas elementos que otro. En efecto,
si podemos establecer una funcion
biyectiva entre un conjunto A y un
subconjunto de un conjunto B, y no
podemos hacer lo mismo de B en A,
entonces decimos que B tiene una
cantidad de elementos estrictamente
mayor que la cantidad de elementos
que contiene A (figura 9).

Entre los ejemplos de conjuntos
gue hemos presentado nos queda
claro que varios de ellos son conjun-
tos infinitos. Por ejemplo, los nime-
ros naturales y los nimeros reales;
asi también es infinito el conjunto de
los nimeros primos, el de los nume-
ros enteros Z ={....-3,-2,-1,0,1,2,3,...},
y también el conjunto de los niUmeros
algebraicos: un namero es algebrai-
co si satisface una ecuacion del tipo
ax" + a,, X"+ +ax +a,=0en
donde a; es un namero entero para
toda i €{0,...,n}. ;Sera cierto que to-
dos los conjuntos infinitos tienen la
misma cantidad de elementos? Por
ejemplo, (N tiene la misma cantidad
de elementos que R? y itendra R la
misma cantidad de elementos que
la coleccion de puntos del plano?
Este tipo de preguntas se las plan-
ted Cantor y logré responderlas de
manera sorprendente. En primer lu-
gar resulta que N tiene tantos elemen-
tos como algunos de sus subconjuntos
propios; este es el caso, por ejemplo,
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del conjunto de los nimeros pares.
También el conjunto de los nimeros
enteros Z tiene la misma cantidad de
elementos que N (figura 10). Y adn
mas asombroso es que hay tantos
ndmeros algebraicos como naturales.

Ahora podemos imaginar que los
ndameros impares son tantos como
los elementos en N.

¢Cémo demostrariamos que la co-
leccion de nameros primos es tan
grande como N?

También es posible darnos cuen-
ta de que hay tantos nameros natura-
les como racionales positivos (figura
11), es decir, tantos nimeros raciona-
les (elementos en Q = {p/q: p,q €Z,
g = 0}) como naturales. Asi, en el
costal con etiqueta x, se encuentran
Z,{2n:n €N}y Q (figura 12).

Asimismo, usando la idea de fun-
cién biyectiva, podemos demostrar
gue la cantidad de puntos en un seg-
mento de recta [a,b] es la misma que
la de puntos en un segmento [c,d] para
cualesquiera a,b,c,d €R que cumplen
a <byc<d,;yque lacantidad de
puntos en el segmento de recta com-
prendido entre dos puntos a, b con a
<b,(ab)={xER:a<x<b} esla
misma que la de puntos en toda la rec-
ta real (figura 13).

Comparar conjuntos

Una de las preguntas que formula-
mos antes y que resulta importante
es ¢todos los conjuntos infinitos tie-
nen la misma cantidad de elemen-
tos? En particular, ¢coincide la canti-
dad que hay de numeros reales con
la de nimeros naturales?

Una vez mas, {qué significa que
un conjunto A tenga mas elementos
gue un conjunto B? Bueno, como ya
dijimos antes, A tiene estrictamente
mas elementos que el conjunto B si:

1) podemos establecer una biyec-
cion entre los elementos de B y los
elementos de un subconjunto de A,
pero, 2) no podemos establecer una
biyeccion entre los elementos de A
y los elementos de un subconjunto
de B (este es el llamado teorema de
Cantor-Bernstein).

Es necesaria la segunda condi-
cién 2) en la definicién anterior, ya
que, por ejemplo, N tiene tantos ele-
mentos como el conjunto de raciona-
les positivos {p/q : p,q € N}. Esto
nos podria hacer pensar que la co-
leccién de numeros racionales, es
decir, el conjunto de todos los cocien-
tes (o quebrados) formados por nu-
meros enteros, es un conjunto con
una cantidad de elementos estricta-
mente mayor que los que posee N,
pero esto no es cierto, hay tantos na-
turales como racionales.

Algunos otros ejemplos: se puede
probar que la coleccién de puntos en
un circulo es tan grande como la co-
leccién de puntos en todo el plano.
Es mas, hay tantos puntos en el pe-
guefio guion — como puntos hay en
todo nuestro universo de tres (;,0 cua-
tro?) dimensiones. Se derrumba de-
finitivamente el principio euclideano
que afirmaba “el todo es estrictamen-
te mayor que cada una de sus partes”.
Es claro que esto ya no es siempre
cierto, por lo menos, como estamos
viendo aqui, hay partes que tienen
tantos elementos como el todo. El afo-
rismo euclideano debe cambiarse por
el siguiente: “el todo es mayor o igual
que cada una de sus partes”. Esta rea-
lidad matematica la expresa Kant di-
ciendo: “No nos acercamos mas a la
infinitud de la obra de la creacion di-
vina encerrando el radio de su reve-
lacion en una esfera que tenga por
radio la Via Lactea, que tratando de
circunscribirla a una bola de una pul-



gada de didmetro”, mientras que para
Borges, “el diametro del Aleph seria
de dos o tres centimetros, pero el es-
pacio cosmico estaba ahi, sin dismi-
nucion de tamafio”.

El continuo

Llegamos ahora a un punto en donde
es ineludible la pregunta ;el conjunto
de puntos en la recta, es decir, el con-
junto de numeros reales tiene tantos
elementos como N?

Veamos, si R tuviera tantos ele-
mentos como N, entonces podriamos
escribirlos en una lista, en particular
los nimeros realesentreel Oy el 1 en
su forma decimal (x,=0.a,%a,'a,’...,
x,=0.a,%a,2a,2..., x;=0.a,%a,%a;..., ...,
x,=0.a,%a,¥a;¥...,...), en donde cada
aj es un nimero entre el 0 y el 9.
Ahora tomemos en cuenta el nime-
ro x= 0.b,b,b,... en el cual, para cada
i, bjesun nimeroentreel 1yel 8
diferente de ai. Resulta entonces
que el nimero x es un nimero real
mayor que 0 y menor que 1y no apa-
rece en la lista que habiamos dado, ya
que difiere de x; en su i-ésimo deci-
mal para cada i. Por ejemplo, de ma-
nera mas concreta, supongamos que
la lista de los numeros reales entre
el 0y el 1 es la siguiente:
x,=0.207445..., x,=0.378950...,
x,=0.901178..., x,=0.983098...,
xs=0.872659..., x¢=0.272457...

Ahora tomamos x=0.123468...
De esta forma x no es x, pues el pri-
mer ndmero en la representacion
decimal de x es 1 y el correspondien-
te de x, €s 2; no es X, pues el segundo
numero de la representacion decimal
de x es 2, mientras que el de x, es 7,
etcétera. Pero habiamos dicho que
en la lista x;,X,,X;,... estaban repre-
sentados todos los nimeros reales
mayores que 0 y menores que 1. Ob-

tenemos asi una contradiccion. Esto
significa que forzosamente R debe
tener mas elementos que N. Al nu-
mero de elementos en R lo denota-
mos por ¢y recibe el nombre de “El
continuo”.

Asi pues descubrimos otra de las
verdades asombrosas sobre el infini-
to: existe mas de un infinito.

El conjunto potencia

Dado un conjunto A podemos hablar
del conjunto potencia P(A) que es el
conjunto de todos los subconjuntos
de A. Asi, si A = {1,2,3}, entonces
P(A) = {& {1}.{2}.{3}.{1.2}.{1,3},
{2,3},{1,2,3}}.

Obsérvese que en este ejemplo la
cantidad de elementos que tiene A
es menor estrictamente que la canti-
dad de elementos que tiene P(A).

La proposicion que sigue generali-
za esta observacioén y tiene implica-
ciones importantes: resultado 1. Para
cualquier conjunto A, P(A) tiene es-
trictamente mas elementos que A.

Demostracion: supongamos que
existe una funcion biyectiva h que re-
laciona los elementos de A con aque-
llos de P(A). Tomamos ahora el con-
junto T formado por los elementos x
de A que tienen la peculiaridad de
no ser elementos de h(x). T es un sub-
conjunto de A y por lo tanto debe
existir un elemento a en A tal que
h(a) € T. Ahora bien, es claro que el
elemento a o pertenece a T 0 no per-
tenece a T. Si pasa lo primero, es de-
cir, sia €T, entonces, por definicién
de los elementosen T, a € T; y si a
& T, entonces a €T. Las dos conclu-
siones juntas constituyen una contra-
diccion, por lo cual debemos concluir
gue no existe ninguna biyeccion en-
tre los elementos de A y los de P(A).
Como ademas la relacion a — {a} es
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una biyeccion de A en una subcolec-
cion de P(A), entonces se cumple que
A tiene estrictamente menos elemen-
tos que P(A).

En particular tenemos que: resul-
tado 2. Existe una infinidad de na-
meros infinitos diferentes.

Demostracion: en efecto, dado
cualquier nimero infinito a y dado un
representante de a, A (es decir, la can-
tidad de objetos que tiene A es a), el
namero infinito que representa la
cantidad de elementos de P(A) es un
infinito diferente de oy es mayor es-
trictamente que a.

Podemos nombrar algunos de es-
tos nimeros infinitos: Ry < X; < X,
<,.., < R¢ <,... en donde y, (alef-
uno) es el infinito mas pequefio ma-
YOr que X, X, es el infinito mas pe-
guefio mayor que x;; X;es el infinito
mas pequefio mayor que X,, Y asi su-
cesivamente.

También es posible demostrar
que: resultado 3. El conjunto de nu-
meros reales R tiene la misma canti-
dad de elementos que P(N).

Por cierto, si la cantidad de ele-
mentos de un conjunto infinito A es
m, entonces el nimero de elementos
de P(A) es igual a 2™. Por el resultado
3 se cumple que ¢ = 2x0,

Aqui hay que sefialar que el nime-
ro infinito mas pequefio es X, como
sugiere la notacion. Es decir, si A es
un conjunto infinito, entonces A con-
tiene un subconjunto con tantos ele-
mentos como N. En efecto, tomemos
a, EA, como A es infinito existe a, €
A el cual es diferente de a,. De nue-
vo, como A es infinito, entonces A no
es igual a {a;,a,}, por lo que podemos
tomar a; € A el cual no pertenece al
conjunto {a,,a,}. Asi, si ya tomamos
a,,...,a, elementos diferentes en A,
es posible tomar a,,;, también ele-
mento en A que es diferente a los

elementos ya tomados &, a,,...,a,. De
esta forma se puede construir un sub-
conjunto de A que tiene tantos ele-
mentos como N. Esto significa que la
cantidad de elementos de A es ma-
yor o igual que la cantidad de ele-
mentos de N.

Aritmética de nimeros infinitos

Cuando sumamos al niamero 3 al nu-
mero 5, basicamente realizamos la
siguiente operacion: consideramos
un representante del namero 3, di-
gamos {1,2,3} y tomamos uno del 5
gue no tenga elementos comunes
con {1,2,3}: {4,5,6,7,8}; reunimos los
elementos de ambos conjuntos y ob-
tenemos el conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8}
que representa al numero 8. Asi de-
cimos que 3 mas 5 es igual a 8.

Esta es la idea natural de suma'y
la podemos aplicar a nuestros niume-
ros, sean finitos o infinitos. La suma
de dos numeros, finitos o infinitos, m
y n es igual a la cantidad de elemen-
tos que posee un conjunto M que re-
presenta a m, es decir, que tiene m
objetos, mas los elementos de un con-
junto N que contiene n elementos,
cuidando que M y N no tengan ele-
mentos comunes (figura 14).

Ahora podemos definir producto,
pues éste no es otra cosa que la repe-
ticion de la operacién suma. Multi-
plicar los nGmeros my n, m-n, es su-
mar n veces el nimero m. Es decir,
para obtener m-n debemos tomar n
conjuntos ajenos por pares, cada uno
de ellos con m elementos, y forma-
mos el conjunto unién que contiene
a todos los elementos de los conjun-
tos elegidos. La cantidad de objetos
que contiene el nuevo conjunto es
igual a mn. Expresado de otra for-
ma, m-n coincide con la cantidad de
elementos de un conjunto de la for-



ma A x B en donde A posee n ele-
mentos y B contiene m elementos
(figura 15).

Asi, de manera natural, hemos de-
finido una aritmética entre los nu-
meros finitos e infinitos. Sin embar-
go, cuando operamos con nUmeros
infinitos debemos tener cuidado, ya
que lo inesperado vuelve a aparecer.
Algunos de los resultados sorpren-
dentes de esta aritmética de los nu-
meros infinitos son las igualdades
siguientes que no tienen nada que
ver con la naturaleza de la aritméti-
ca de los numeros finitos. Se cum-
ple que si m es un numero infinito,
entonces m-m=m-+m=m; mas ge-
neralmente: m-m=n+m=maximo
{m,n}, para cualquier namero fini-
to o infinito n.

Esto significa, en particular, que
si @ un conjunto infinito le aumenta-
mos hasta tantos elementos como los
gue posee, no aumentamos en nada
la magnitud de su tamafio. Por ejem-
plo, considérese el conjunto de nime-
ros pares y adiciénese el conjunto de
numeros impares. Estamos sumando
Ro Mas R, Obtenemos como resul-
tado a todos los nimeros naturales,
es decir, volvemos a obtener, como
resultado de esta operacion, el nu-
mero R, (figura 16).

David Hilbert y el problema del continuo

Tenemos entonces que X, es el nu-
mero que designa a la cantidad que
existe de numeros naturales, y ¢ de-
signa la cantidad de puntos que hay
en una recta. Ademas, como hemos
dicho, o <c.

Resulta entonces el siguiente pro-
blema que plante6 Cantor y que no
pudo resolver. ;Existe un nimero
infinito m que satisfaga la relacion
Ro < M < ¢? A la negacion de tal

afirmacion, es decir, c=y,, se le lla-
ma "hipdtesis del continuo”.

Ya en 1900 uno de los matemati-
cos de mayor prestigio de la época,
David Hilbert, habia planteado varias
ideas fundamentales con respecto a
las matematicas y al trabajo de Can-
tor, algunas de las cuales fueron pre-
sentadas por Hilbert en el congreso
internacional de matematicas en Pa-
ris en ese afio: 1) manifest6 su admi-
racion por el trabajo realizado por
Cantor y lo apoyé publicamente con-
tra sus detractores: “nunca nadie nos
expulsara del paraiso que Cantor cre6
para nosotros”; 2) proclamo la cerca-
nia del fin de la construccion del edifi-
cio matematico, y no vacilé en afirmar
su conviccién de que todo problema
matematico llegaria a resolverse; 3)
enumerd veinte problemas matema-
ticos que a su juicio eran los proble-
mas mas importantes para ser resuel-
tos en los afios subsiguientes; entre los
que menciono el del continuo: ¢exis-
te un nimero infinito m que satisfa-
ga larelacion g, <m < ¢?

Godel y Cohen

Treinta afios después, Kurt Godel res-
pondi6é de manera genial a las pre-
guntas de Hilbert. En primer lugar,
no es posible sofiar con la estructura
completa del edificio matematico, y
no es posible obtener una demos-
tracion de la veracidad o falsedad de
cualquier problema matematico. De-
mostré que en cualquier teoria axio-
matica que incluye la aritmética de
los nimeros enteros, existe siempre
un enunciado tal que ni él ni su ne-
gacién pueden ser demostrados den-
tro de la teoria misma; es necesario
considerar una teoria mas amplia pa-
ra encontrar su demostracién o la de-
mostracion de su negacion.
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Resultado 4 (K. Godel): si T es un
sistema axiomatico consistente que
incluye la aritmética de los nimeros
enteros, entonces hay una formula
cerrada A en T la cual es indecidible
enT.

El segundo resultado de Godel
se refiere al problema del continuo.
Demostro que si los axiomas basi-
cos de la teoria de conjuntos llama-
dos de Zermelo-Fraenkel (axiomas
tales como: existe un conjunto, el ob-
jeto que carece de elementos, es decir,
el vacio es un conjunto, la unién de
dos conjuntos es un conjunto, existe
un conjunto infinito, etcétera) son
consistentes, entonces la hipotesis
del continuo (x;=c) es un enuncia-
do consistente con los axiomas de
Zermelo-Fraenkel. Es decir, si la teo-
ria construida a partir de los axiomas
de Zermelo-Fraenkel no contiene nin-
guna contradiccion, entonces la teoria
gue se obtiene a partir de los axio-
mas de Zermelo-Fraenkel mas la pro-
posicién c=yx;, no contendra ningu-
na contradiccion.

Afos maés tarde, en 1954, Paul J.
Cohen demostro que la negaciéon de
la hipétesis del continuo es también
consistente con los axiomas de la teo-
ria de conjuntos, suponiendo la con-
sistencia de éstos.

A partir de entonces ha quedado
claro que la realidad matematica se
bifurca en universos con realidades
diferentes cada uno de ellos: el uni-
verso del c=x;, por un lado, y el uni-
verso del c=>x, en contraposicion.

Numeros infinitos gigantes y pequefios

Los nimeros infinitos forman una
parte importante de la materia pri-
ma que algunos matematicos mane-
jan y estudian cotidianamente. Con
frecuencia se encuentran con name-



ros infinitos gigantescos, los cuales
son de diferentes tipos y reciben nom-
bres tales como “infinitos fuerte-
mente inaccesibles”, “infinitos medi-
bles”, etcétera, y son tan grandes que
se puede demostrar que no hay for-
ma de probar su existencia.

Por ejemplo, un infinito fuerte-
mente inaccesible a tiene las siguien-
tes caracteristicas: 1) para obtener «
sumando infinitos menores que él,
debemos, forzosamente, utilizar o su-
mandos, y 2) para cualquier infinito
B < a se cumple que 28 < q...

Estan también los infinitos que
podemos llamar pequefios, que son
los nimeros que se encuentran en-
tre Ro Y C.

Para ilustrar este tipo de infinitos
necesitamos introducir algunas defi-
niciones.

Al conjunto P de todas las funcio-
nes definidas en N y con valores en
N le asignamos un orden < como si-
gue: paraf,g €P, f< gsif(n) < g(n)

para todo n €N. Un subconjunto B es
no acotado si no existe ningun h &P
tal que g < h para cualquier g €B; y
decimos que B es dominante si para
cadaf &P existeg €Btalquef <g.

Definimos ahora b como el infini-
to que representa la cantidad que
tiene uno de los subconjuntos mas
pequefios de P que no son acotados,
y d es el infinito que representa la
cantidad de elementos que tiene uno
de los conjuntos dominantes mas pe-
qguefo en P.

Se puede demostrar que x; = b =
d=c.

Es decir, b y d son infinitos peque-
fios. Ademas, es consistente con los

Angel Tamariz Mascarta
Facultad de Ciencias,
Universidad Nacional Auténoma de México.
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