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Analogia para derivar un teorema extendido de Pitdgoras para “N” dimensiones

Introduccion

Uno de los teoremas mas importantes de la geometria,
si no es que el mas importante, es el teorema de Pitago-
ras. Este teorema es un legado ancestral que ha podido
perdurar hasta nuestros dias. Pitdgoras naci6 en la isla
griega de Samos, alrededor del afio 582 a.C. y murio
alrededor del 507 a.C. Fue hijo de un mercader fenicio
establecido en Sarros, estudidé con Percenidas, Anaxi-
mander y probablemente con Tales. Viaj6 a Grecia y a
Fenicia, estudiando tres afios en Sidén, Tiro y Babilo-
nia. Posteriormente viajé a Egipto haciendo escala en
Haifa y visitando templos en el Monte Carmel. Estudid
22 afios en Egipto y permanecio 13 en Babilonia al caer
cautivo en su regreso a Samos. Cuando lleg6 a su ciu-
dad natal, Polycrates le impidié continuar sus estudios,
asi que viajo a Crotona, al sur de Italia y fundé su co-
munidad iniciatica dedicada al estudio de la filosofia,
las matematicas y las ciencias de la naturaleza. Se dice
que en esta comunidad podian participar tanto hom-
bres como mujeres.

Al final, el movimiento pitagorico progresd, se pro-
pagd e influyd en todos los campos de la sociedad de
aquella época. La comunidad pitagorica lleg6 a su fin
por la oposicion de ciertos ntcleos de la oligarquia Cro-
tona. No se sabe si Pitdgoras muri6 en la destruccion de
su comunidad, pero se sabe que Filolao, uno de sus dis-
cipulos, sobrevivio. Este se hizo duefio de gran parte de
la documentacién de la comunidad. Posteriormente la
viuda de Filolao le vendid a Platon esta documentacion,
con lo cual este filésofo se convirtié en uno de los here-
deros de Pitagoras.

Actualmente mucha de la sabiduria pitagorica se ha
perdido en el tiempo, y atin asi ha sido la base de gran
parte de la ciencia y la tecnologia moderna. Nuestro de-
ber como herederos de los grandes maestros es honrar-
los, aprovechando y desarrollando su legado para el
bienestar de la humanidad.

Este articulo pretende honrar a Pitdgoras y a mis
maestros al desarrollar una generalizacion del teorema
de Pitagoras para “N"’ dimensiones.

Anteriormente se han realizado trabajos en donde
se expone que este teorema se puede generalizar a tres
y cuatro dimensiones (Murray, 2003). Este articulo va a
seguir los mismos pasos, pero se hard uso de una gran
herramienta legado de mis maestros: el 4lgebra vecto-
rial. Principalmente, la base es el producto cruz de “N”
dimensiones expuesto por Murray (2004).

La teoria basica es relativamente simple. El teorema
de Pitdgoras originalmente expone que: “El cuadrado
de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual a
la suma del cuadrado de sus otros dos lados”.

|

H?=X?+Y? (1)

Ahora supongamos que cada uno de los lados del trian-
gulo es un vector.

X

Si es asi, los vectores X y Y se definen de la siguiente
manera:

X=[x o], Y=[0 Y]

El vector H seria la resta de los vectores X y Y :
H=[-X Y]

Hasta ahora no se ha visto nada nuevo ni espectacular,
pero en este momento empezaremos a mostrar paulati-
namente los secretos de este articulo. El paso siguiente
no parece muy impresionante en dos dimensiones,
pero su gran potencial se incrementa conforme las di-
mensiones aumentan.

Ahora se obtendra un vector perpendicular a cada
vector del tridngulo, por medio del producto vectorial
en dos dimensiones como lo propone Murray (2003).
Este vector en dos dimensiones es de la misma longitud
que el vector original, lo que cambia en mas dimensio-
nes, pero el vector sigue siendo proporcional.

dedk; é]=—xp{o —X] @)
SO I e

Yﬂwp J Yi=[Y 0] 3)
| A

H=@{X J=m+&=w Y] (4)
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Ahora soélo resta obtener la magnitud al cuadrado
de cada uno de estos tltimos vectores. Esto se facilita al
obtener el producto de cada vector consigo mismo.

[X'P=X'X'=[0 =X][o -Xx]=X%? (5)
Y'P=Y¥'=[y olfr o]=v? (6)
|[H'P=H'H'=[X Y][X Y]=X2+Y? )

Como X', Y' y H' son de la misma magnitud que X, Y
y H, respectivamente, llegamos a la conclusion que ya
sabiamos: “La suma del cuadrado de los catetos es
igual al cuadrado de la hipotenusa”.

Aqui lo interesante es que este procedimiento es
aplicable desde dos hasta “N”” dimensiones. Y con ello
podemos generalizar el teorema de Pitagoras.

Desarrollo

Teorema de Pitagoras en tres dimensiones

El teorema de Pitadgoras en su forma original es aplica-
ble a dos dimensiones, cuando se aplica a tres dimen-
siones el teorema se redefine de la siguiente manera:
"El cuadrado del 4rea del plano que se forma por un
plano cortado por los planos XY, YZ y ZX es igual a la
suma del cuadrado de cada una de las areas que se for-
man por estos tres ultimos planos delimitadas por el
primer plano”.
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Al = Afy + A;Z + A2 (8)

Demostracion

Para desrrollar la demostracién utilizamos el calculo
del 4rea de cada superficie por medio del producto vec-
torial. El producto vectorial entre dos vectores da como
resultado un vector cuyo modulo es el doble del area
del tridngulo definido por esos vectores. Como lo que
nos interesa es el area al cuadrado, la obtenemos divi-
diendo el vector entre dos y obteniendo el producto
punto consigo mismo:

h

Vi =V, ©)
:=dvy.dv
A= V)GV (10)

Visto lo anterior, el procedimiento que se va a utilizar
para la demostracion es el calculo del area al cuadrado
de la superficie delimitada por los planos XY, YZ y ZX.
Posteriormente, calcularemos el drea de las superficies
al cuadrado en los planos XY, YZ y ZX, y veremos si la
suma de estas tltimas 4reas al cuadrado es igual al 4rea
del la primera superficie.

Célculo del area al cuadrado de la primera superficie

Para el calculo del area al cuadrado de esta superficie
primero necesitamos obtener dos vectores que definan
esta area. Para hacerlo se toma como eje el punto de
corte del plano con el eje X, y se le restan los puntos de
corte del plano en los ejes Y y Z, con lo cual se obtienen
los dos vectores buscados:
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zA z A
(0,0,2) 10.0.2)
“ H
vz . ;
/'\_ (0,%,0) ; vz s (oY, 0)
Y > ::V ..... Ty Y .
vi 3 --Kﬂ
(X,0,0) (%0,0)
X X Ay
- Procedemos al calculo del producto cruz:
V=[x 0 o]-[o Y o]=[x -Y o] (11)
V,=[X 0 0]-[o 0o z]=[x 0 -Z] 12 Lok 00
2 B ) B 2y =detXOO=i{ ]
Xy Y 0
Ya con estos vectores procedemos a obtener el producto 0 Y 0
cruz: (17)
11X 0 X
i ij ok o oMo v
V’h =det| X -Y O
X 0 -Z _
V. =XYk (18)
(13) XY
Después obtenemos el area al cuadrado
=Y 0 11X 0 X =Y
_{o —z]_][x —z}rk[x 0} a2 =v Aoy (19)
XY 2 vy 2 Xy
- . . 2 _ 1 2
V, =YZi+XZj+ XYk (14) A =7 (X1 (20)
Para obtener el drea al cuadrado, dividimos el vector en- ‘:”)e Puede, ver claramente que la ecuacion (20) es igual al
tre dos y obtenemos el producto punto consigo mismo. tltimo término de la ecuacion (16).
174 1y Obtencién del drea al cuadrado de la superficie
2
=(=V. )- (=
A (2 rh) (2 rh) (15 en el plano YZ
Aqui se realiza el mismo procedimiento que para la su-
(16) perficie anterior, pero en este caso los vectores van a
estar sobre los ejes Y y Z.

A =%(YZ)2 +%(XZ)2 +%(XY)2

Obtencién del drea al cuadrado de la superficie

en el plano XY
Para el célculo del 4rea en este plano se hace lo mismo

que en el plano anterior, con la tinica diferencia de que

los vectores que definen esta superficie se encuentran

sobre los ejes X y Y, y su magnitud esta definida por los
puntos de corte de estos ejes con el plano que genera la

primera superficie.

Ingenieria Investigacion y Tecnologia. Vol. Xlll, Num. 1, 2012, 75-84, ISSN 1405-7743 FI-UNAM

78



Acosta-Robledo J.U.

Calculo del producto cruz:

Iy o] Jo o] [o v
=l{0 Z]_J[O z}rk[o 0] @

V. =YZi (22)
YZ

N © >

Procedemos a obtener el area al cuadrado:

: Ly oLy
AYZ_(ZVVYZ) (ZVrYZ) (23)

2 _l 2
Ayz - 4 (YZ) (24)

Se puede ver claramente que la ecuacion (24) es igual al
primer término de la ecuacién (16).

Obtencién del drea al cuadrado de la superficie
en el plano ZX

Aqui se realiza el mismo procedimiento que para la su-
perficies anteriores, pero en este caso los vectores van a
estar sobre los ejes Zy X.

Calculo del producto cruz:

Pk

J fo z] Jo z] [o o
0 z =z{ ]_J{ }+k[ ]@5>
o o Loo][x o] T[x 0

v, =XZj (26)

i
0
X

Procedemos a obtener el area al cuadrado:

. Ay ).y
A=V, )GV, @)

Ajy = i(XZf (28)

Se puede ver claramente que la ecuacion (28) es igual al
término restante de la ecuacion (16).

Resultado

Con las ecuaciones (16), (20), (24) y (28) de las subsec-
ciones anteriores podemos concluir que la siguiente
ecuacidn es cierta para tres dimensiones:

Ay =AY+ AL+ AT (29)

Teorema de Pitdgoras en cuatro dimensiones

El caso tetradimensional del teorema de Pitagoras es
igual al caso en dos dimensiones. La tinica diferencia es
que en vez de manejar supeficies determinadas por dos
vectores, se utilizan volumenes determinados por tres
vectores.

Para este caso, vamos a suponer un plano en un es-
pacio de cuatro dimensiones que corta a los ejes ortogo-
nales X, Y, Z y A. Estos tltimos ejes son los ejes de
referencia en este espacio de cuatro dimensiones, igual
que los ejes X, Y y Z en tres dimensiones.

Demostracion

Para la demostracion de este caso se sigue el mismo pro-
cedimiento que se realizd para tres dimensiones, con la
variante de que los volimenes estan definidos por tres
vectores y por lo tanto, los productos cruz se hacen con
tres vectores. Otra variante es que en lugar de dividir el
vector resultante entre dos, se divide entre seis.

V. =V xV, xV, (30)
1-. ,1-

VZ=(2V).(ZV 31
(6 0 (6 0) 31)

Célculo del cuadrado del primer volumen

Para el calculo del cuadrado de este volumen primero
necesitamos obtener tres vectores que lo definan. Para
hacer esto tomamos como eje al punto de corte del pla-
no con el eje X y se restan los puntos de corte del plano
enlos ejes Y, Z y A, con lo cual se obtienen los vectores
buscados:

V=[x 0 0 0]-[0 Y 0 0]=[X -Y 0 0] (32)

V,=[X 0 0 0]-[0 0 Z 0]=[Xx 0 -Z 0] (33)
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V,=[X 0 0 0]-[0 0 0 A]=[X 0 0 -A] (34

Ya con estos vectores se procede a obtener el producto
cruz:

i k |
. X =Y 0 0
Vrh = det X 7 o (35)
X 0 0 -A
-Y 0 0 X 0 0
V=il 0 -Z 0 |-jIX -Z 0|+
0 0 -A|l |X 0 -A
(36)
X -Y 0 X -Y 0
kKkx o ol|-l|x 0 -z
X 0 -A|l |X 0 o0
1% =—Yi[_z 0 }—Xj ~Z 0 }
h 0 -A (0 -A
(37)
Yk{x 0}—1(1{)( -7
X -A X 0]
V. = —YZAi— XZAj - YXAk —YZXI (38)

"h

Para obtener el volumen al cuadrado, se divide el vec-
tor entre seis y se obtiene el producto punto consigo
mismo.

2 _ 1 - 1 -
Vi = (erh)~(erh) (39)
V2 =i(YZA)2 +i(XZA)2 +

36 36

(40)

1 1
—(YXA)? +—(YZX)?
36( )+ 36( )

Obtencién del cuadrado del volumen XYZ

Para el calculo de este volumen se hace lo mismo que en
el paso anterior, con la tinica diferencia que los vectores
que definen este volumen se encuentran sobre los ejes
X, Yy Z, y sumagnitud esta definida por los puntos de
corte en estos ejes con el plano que genera la primera
superficie.

Procedemos al calculo del producto cruz:

i ko
- X 0 00
V. =det (41)
xvz 0 Y 00
0 0z 0
[0 0 0] [x 0 o]
V. =ily 0 0|-jl0 0 Of+
XYZ
0 0 0 Z 0
- -k . (42)
(X 0 0] [x 0 O]
k| 0 o[-1{0 0
(0 0 0] [0 0 Z|
V. =-Xxvzl (43)
XYz
Después se obtiene el volumen al cuadrado:
1- 1+
Vidz = (V) (5 Vi) (44)
v2 = Lixyzy (45)
XyZ 36

Podemos ver claramente que la ecuacion (45) es igual al
ultimo término de la ecuacion (40).

Obtencion del cuadrado del volumen YZA

Aqui se realiza el mismo procedimiento que para el vo-
lumen anterior, pero en este caso los vectores van a es-
tar sobre los ejes Y, Zy A.

Calculo del producto cruz:

i j k|
0
- 0Y 0 Of .
V. =det =if0 Zz 0 (46)
YZA 00 Z O
0 0 A
00 0 A
V. =YZAi 47)
YZA

Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:

) (48)
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1
Vie = 3g (YZAY (49)
Se puede ver claramente que la ecuacion (49) es igual al
primer término de la ecuacion (40).

Obtencién del cuadrado del volumen ZAX

Aqui se realiza el mismo procedimiento que para el vo-
lumen anterior, pero en este caso los vectores van a es-
tar sobre los ejes Z, A y X.

Calculo del producto cruz:

V. =det
X

ZA

X o o -
O O O —.
o o N x

V. =-ZAX] (51)

ZAX

Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:

, - 1+

Vo = (erZAx)'(erZAX) (52)
125 =i(ZAX)2 (53)
ZAX 36

Podemos ver claramente que la ecuacién (53) es igual al
segundo término de la ecuacion (40).

Obtencién del cuadrado del volumen AXY

Aqui se realiza el mismo procedimiento que para los
volimenes anteriores, pero los vectores van a estar so-
brelos ejes A, Xy Y.

Calculo del producto cruz:

i j k1
0 0 0 A 0 0 A
V,  =det =k|X 0 0 (54)
AXY X 0 0 0
0O Y O
0O Y 0O
VrAXY = AXYk (55)
Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:
1- 1-
2 = p— . p—
Vi = (Vi ) GV, (56)

2 1 2
V., =—(AXY 57
36( ) &7

AXY

Se puede ver claramente que la ecuacién (57) es igual al
tercer término de la ecuacién (40).

Resultado

Con lo anterior, queda demostrado que el teorema de
Pitagoras es valido para cuatro dimensiones .

2 _\/2 2 2 2
Vh - VXYZ +VYZA +VZAX +VAXY (58)

Teorema de Pitdgoras para “N’* dimensiones

El teorema de Pitagoras se puede generalizar a N di-
mensiones siguiendo la misma légica que para cuatro
dimensiones. Siendo, en este caso, los voliumenes de di-
mension N-1.

Demostracion

Para esta demostracion se realizard un procedimiento
similar al de tres y cuatro dimensiones, con la variante
de que se va a trabajar en "N’ dimensiones y con los
volimenes definidos por N —1 vectores y por lo tanto,
los productos cruz se hacen con N -1 vectores. Otra va-
riante es que en lugar de dividir el vector resultante en-
tre dos o seis, se divide entre (N —1)!

Para facilitar el procedimiento algebraico se sustituye
N por n+1 enlos céalculos de esta seccion (por lo tanto,
la demostracion se va a hacer para N —1 dimensiones).

N =n+1 (59)

Los vectores de posicion que definen los puntos de cor-
te de la superficie con cada uno de los ejes en nuestro
espacio vectorial son los siguientes:

X, 0 0 - 0]

o

V,=[o x, 0 - 0]

v,=[0 0 X, --- 0]

vV.=[0 0 0 - X,]
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Calculo del cuadrado del primer volumen

Para el cdlculo del cuadrado del primer volumen se rea-
liza el mismo procedimiento que para las dimensiones
3y4.

Primero se obtiene el producto vectorial de los vectores
que definen el volumen.

[ Iy Iy Iy Iy ]
Xo =X, 0 - 0
V. =detf X, 0 =X, - 0 (60)
[ X, O 0 =X, ]
-X, 0 0 X, 0 0
7 =i 0 -X, 0 S x:0 - X, 0 .
0 0 -X,| X, o - X,
(61)
X, -X, 0
X, 0 - 0
i (1) :
X, 0 -X,
X, 0
Vrh =i, [T-X)-i. X, TT-Xx)+
i 2 (62)
n—1 p-1 n n—1
i1 X TTEX) [T X)) [ +,-0" X, [Tx)
B2 = =B Il
Luego se obtiene el volumen al cuadrado:
1~ 1.-
v = V) (V) (63)
{aleo] Gbres]
(64)

o) gefon oo (3] fie]

Obtencién del cuadrado del primer
volumen (B=n)

Desde este punto vamos a utilizar a § como el indice
que indica qué columna de la matriz de vectores va te-
ner iinicamente ceros.

Aqui vamos a obtener el primer volumen formado por
los n—1 primeros vectores que indican los puntos de
corte de la superficie con los ejes.

Primero obtenemos el producto cruz de los primeros
n—1 vectores.

[ IO Il i2 In—l In—
X, 0 0 0 0

\7rﬁ:n =dett 0 X, 0 -~ 0 0 (65)
|0 0 O X 0]

~ . n-1

V. =], (66)

1
=( Vr)-(ﬁ ) (67)
2( n1 2
v =(L xjj (68)
nl j=0
1 2 n-1 2
Vi, = = xol'!xj] (69)
! 2

En este caso podemos ver que la ecuacion (69) es similar
al altimo elemento de la ecuacion (64), sélo variando en
el signo de los valores de los elementos internos de la
sumatoria. Esta variacion s6lo hace que el término en la
ecuacion (64) que se encuentre en los paréntesis pueda
ser positivo o negativo, pero al estar elevado al cuadra-
do, practicamente la ecuacion (69) es igual al tltimo tér-
mino de la ecuacion (64) (para valores que no contengan

componente imaginaria).

Obtencion de los volimenes 2 al antependltimo (1<B<n)

Obtenemos el producto cruz:
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[0, R PR P i, |
X, O 0 0 0
0 X, 0 0 0 0
V, =detf 0 0 - X, 0 0 0
/]
0 0 0 0 X 0
0 0 0 0 0 X,
(70)
. ) p-1 n
Ve, =L 1X 11X (71)
j=0 j=p+1

2oLy y. Ly
Vﬁ - (ﬁvrﬁ) (n!vrﬁ) (72)
) 1 2 p-1 n 2
e (nl) X, TIX, (73)
)0 T i=pa
) 1 2 /-1 n 2
Vj = (n') X [ 1% TTX; (74)
. j=1 j=p+1

Si se suman los voliimenes al cuadrado desde el segun-
do hasta el antepenultimo, queda lo siguiente:

2

5 _ 1 2 -1 p-1 n

Vi, = (n' D XOij _H X; (75)
=) p=2 j=1 j=p+1

En este caso podemos ver que la ecuacion (75) es igual

al tercer término de la ecuacion (64) para valores que no
contengan componente imaginaria.

Obtencién del cuadrado del pendltimo
volumen (B=1)

Obtenemos el producto cruz:

X, 0 0 - 0

\7rﬂ:1:det 0 0 X, -~ 0 (76)
0 0 0 X,

Vrﬂzl =i, X, [ X, (77)
j=2

Se obtiene el volumen al cuadrado:

, 1. 1.
5= C V) V) (78)

nl 8=
1Yo o )
V;q:(n'](xol'!xj] (79)
! i

En este caso podemos ver que la ecuacion (79) es igual
al segundo término de la ecuacion (64) para valores que
no contengan componente imaginaria.

Obtencién del cuadrado del dltimo volumen

B=0

Se obtiene el producto cruz:

[P A R

0 X, 0 - 0
\7,/}:0 =detf0 0 X, - 0 (80)
00 0 - X,
Vipo = ion ; (81)
i

Procedemos a obtener el volumen al cuadrado:

VEo= (V) (Y, ) (52

~V.
p=0" ‘pl "B=0
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2/ o 2
vio= ()| 1% ®)

nt ) G

En este caso se obesrva que la ecuacion (83) es igual al
primer término de la ecuacion (64) para valores que no
contengan componente imaginaria.

Resultado

Con lo anterior se demuestra que el teorema de Pitago-
ras es valido para N dimensiones (N-1), siempre y
cuando, los puntos de corte en los ejes de la dimension
propuesta, no contengan componente imaginaria.

V2=V 4V 4V, (84)

Conclusiones

Podemos decir que el teorema de Pitagoras es generali-
zable a “N”” dimensiones de la siguiente manera:

’Siendo un espacio de N dimensiones, se puede decir que
el cuadrado del volumen de dimension N-1 generado por el
corte de un plano N-dimensional sobre los N ejes ortogonales,
es igual a la suma de los cuadrados de los voliimenes de di-
mension N-1 que resultan de las combinaciones de los N vec-
tores de posicion que definen los puntos de corte de los ejes
con dicho plano, tomados de N-1 en N-1.”

Semblanza del autor

Es necesario aclarar que lo anterior es verdad, siem-
pre y cuando los cortes con los ejes no contengan com-
ponentes imaginarias.
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