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PARA SABER...

El pasado determina al presente y éste es la condena
del futuro. Toda causa provoca un tnico efecto. El
comportamiento del Universo es absolutamente prede-
cible. Y no hay mads; el caos y el azar desapareceran
cuando superemos nuestra ignorancia. Asi versé nues-
tra sentencia el siglo pasado..., y la rebelion del siglo xx
fue terrible.

Hoy dia nuestra visién sobre la evolucion del Uni-
verso se ha modificado drdsticamente gracias a las
enormes transformaciones conceptuales que se deriva-
ron de la Mecanica Cuéntica, 1a Teoria de la Relatividad
y, mas recientemente, de la increible Teoria del Caos. De
la noche a la mafiana el futuro se torné inasible;
perdimos la confianza, recuperamos la libertad.

Los seres humanos siempre se han preocupado por
buscar las leyes que rigen la evolucién temporal del
mundo que les rodea. Han establecido asf un conjunto
de relaciones que permiten realizar predicciones sobre
el estado futuro de un sistema con base en el conoci-
miento de su historia previa. Estas reglas, que por su
naturaleza se denominan “deterministas”, pueden ser
simples o complejas, pero independientemente de su
estructura se espera de ellas una fidelidad absoluta; una
capacidad predictiva sin limite.

Sin embargo, en los Gltimos anos, gracias al desa-
rrollo de las computadoras y mejores métodos numéri-
cos para resolver los problemas, se ha encontrado que
existen sistemas que a pesar de estar gobernados por
ecuaciones deterministas simples, exhiben un compor-
tamiento que anula toda posibilidad de vaticinio o
presagio; son, en la prictica, absolutamente impredeci-
bles (Crutchfield, 1986). Esta caracteristica es una
propiedad intrinseca del sistema que no se evita acumu-
lando mas informacién y, sorprendentemente, su pre-
sencia es mds una regla que la excepcién. Asi, el fené-
meno se ha observado en el estudio de movimientos
planetarios {Laskar, 1991), la prediccién del clima (Ni-
colis, 1991), la cinética de algunas reacciones quimicas
(Nunez, 1992), el crecimiento de cristales dendriticos
(Perrin, 1991), la evolucién de sistemas fisiologicos y

ciertas dindmicas poblacionales (May, 1991), etcétera.

Perder la capacidad de predecir el futuro a largo
plazo es un verdadero desastre, es el caos, y por eso vale
la pena puntualizarlo. En la naturaleza existen sistemas
cuyo comportamiento, a pesar de estar regido por
ecuaciones deterministas, puede volverse tan irregular
y azaroso que resulta impredecible. La estructura de las
relaciones que describen su evolucién temporal es no
lineal (su representacion grafica no da lugar a unalinea
recta), y el sistema es extraordinariamente sensible a la
especificacion de las condiciones iniciales (Dresden,
1992); cualquier pequefio cambio en el estado inicial
tiene dramdticos efectos sobre el comportamiento futu-
ro. La prediccion del fenémeno requeriria del conoci-
miento absoluto de los datos iniciales, de los parametros
internos y externos que condicionan la evolucién, y un
control extremo del proceso; esto es imposible inde
pendientemente de qué tanto logremos mejorar nues-
tros aparatos de medicion y control.

Cuando hablamos de la susceptibilidad de un siste-
ma caético a las influencias externas estamos conside-
rando un comportamiento que raya en la histeria. En la
prediccién de la trayectoria de una bola de billar que
choca con otras en su camino, aun bajo condiciones
ideales, bastaria ignorar el efecto gravitacional de un
electrdn situado en la frontera de nuestra galaxia, para
comenzar a obtener resultados erréneos después de un
minuto de haberla lanzado (Crutchfield, 1986).

Muchos sistemas son capaces de tener un compor-
tamiento regular o caético de acuerdo con las condicio-
nes a las gue estén sujetos; desgraciadamente no existen
reglas generales que permitan decidir a priori si exhi-
birdn o no una dindmica caética. El transito entre el
ordeny el caos puede darse de manera brusca o gradual,
y esto cambia de sistema a sistema. Sin embargo, cuando
se da, el resultado es increible.

Sobre el fenémeno del Caos, a pesar de la relativa
novedad del tema, ya se ha escrito mucho (Briggs,
1990). De hecho, recientemente aparecieron en Educa-
cién Quimica dos articulos en los que las caracteristicas
de los sistemas cadticos se definen con mds precisién
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(Nanez, 1992). Es por ello que en
este “Para Saber, Experimentar y
Simular” o que queremos es presen-
tar ejemplos prdcticos para “jugar”
con él; para generarlo en el labora-
torio y con la computadora; paraque
nadie pierda la oportunidad de ma-
tavillarse y sorprenderse.

EXPERIMENTAR,...

Una ley dinamica es una retacidn en
la que la informacién del pasado se
utiliza para construir el presente, y
las caracteristicas de éste determi-
nan el futuro, Para ello no imperta
si el proceso se da de manera conti-
nua {se le llama entonces flujo} o en
pasos discretos (mapeo). En este al-
timo caso se acostumbra suponer
que el estado del sistema al tiempo
i + 1, caracterizado por la variable
x;, 1, depende del estado al tiempo £,
a través de una relacion del tipo;

Xp1 = F(x)

donde f{x) es la funcién que gobier-
na la dindmica {Kadanoff, 1983). La
historia del sistema se construye to-
mando un estado inicial x,, que per-

mite generar x; = flx,), ¥ xy = Axy),

¥ x; = f{x;)..; es decir, se realiza lo

o retroalimentacién son no lineales {x.,; = rx%, por
ejemplo), la evolucién puede ser tan susceptible a las
candiciones del proceso que cualguier ligera perturba-
cion trastorna el comportamiento del sistema. Para
ilustray el efecto de una iteracién no lineal basta realizar
un sencillo experimento con una television y una cdma-
ra de video (Peitgen, 1991); la idea bdsica consiste en
hacer Ia filmacién del monitor transmitiendo la imagen
a éste para ser de nuevo filmada, y asi sucesivamente
{videofeedback).

El experimento debe realizarse en un cuarto oscu-
ro, colocandeo la cdmara de video frente al monitor a una
distancia que asegure que el tamane del objeto filmado
{pantalla de Tv} no se altera por la filmacidn (el monitor,
que es lo que se filma, cabe justo en él mismo). La
television se mantiene encendida con ¢l control de
contraste al maximo y la brillantez al minime. Para
iniciar la experiencia la cdmara de video se rota 45° con
respecto a la vertical ¥ se¢ conecta a la televisidn,
enfocando a la pantalia. La sorpresa empieza cuando

un cerillo se enciende enfrente del televisor y la imagen
es captada por la camara.

En un principio uno podria esperar que la filmacién
reiterada de una sola imagen nos lleve a ohtener uha
secuencia simple de objetas similares. Sin embarge esto
no es asi, porgue la regla de iteracion no es sencilla; en
ella estdn involucrados compieios efectos tales como el
defase de tiempos entre el memento que la cédmara “ve”
algo y esto aparece en {a pantalla, las caracteristicas del
procesa de reproduccion de una imagen (por lineas), el
efecto de memoria del fodsforo en el monitor, etcétera
(Peitgen, 1991; Hofstadter, 1982}, El resultado real ¢s
gue se producen un conjunto de imagenes muy compli-
cadas (Figura 1) que poco tienen que ver con la imagen
inicial, y que evolucionan de una manera totalmente
impredecible.

L.a experiencia, para quien decida reproducirla, es
realmente abrumadora. El monitor se convierte en una
fuente inagotable de estructuras simétricas o asimétri-
cas, puisantes o estacionarias; estrellas, espirales, labe-
rintos, etcétera, que aparecen y desaparecen sin cesar,
Dificilmente puede encontrarse otro experimento gque

Figura I. Patrones reales generados en el experimento de videofeedback. Las imdgenes se obtienen a diferentes
(ue en matematicas se conoce como  dngulos de inclinacién v distancias entre 1a cdmara de video y el monitor {de 25).

una “iteracién” o feedback (retroali-
mentacidn),
Cuando tas caracteristicas de la dindmica, iteracion
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Figura 2. Representacién esquemdtica del circuito eléctrico experimental. Se muestran la
resistencia (R), la inductancia (L), el diodo (D), y las conexiones de entrada, salida y tierra para
el osciloscopio (0) y el generador de seiales (G).

ilustre tan claramente la complejidad que puede escon-
derse detrds de un proceso regido por una dindmica no
lineal; dificilmente se hace tan evidente la enorme
fuente de creatividad dindmica y estructural que implica
todo comportamiento cadtico.

El experimento con la camara de video, aunque
muy ilustrative, no permite realizar un estudio detalla-
do de la evolucién del sistema desde un estado regular
y ordenado hasta un régimen caético. Por ello presen-
tamos otra experiencia sencilla facilmente reproducible
en cualquier laboratorio de electromagnetismo (Briggs,
1987; Smith, 1992). _

En este caso necesitamos construir un circuito
eléctrico como el que se representa en la Figura 2. Los

elementos bdsicos son una resistencia (R, 20-100 Q),
un inductor o bobina (L, 0.1-0.5 Hj, y un diodo (tipo
1N4003, 1N4004) arreglados en serie junto con un

Figura 3. Respuesta tipica de un diodo. El sistema es conductor cuando el voltaje en el cdtodo
es menor que en el dnodo. :

ANODO

e

pum——

CATODO W

generador de sefiales de baja frecuencia (G). El compor-
tamiento del sistema puede seguirse conectando un
osciloscopio (0) entre el resistor y el inductor para
registrar la sefial de salida (si el osciloscopio tiene
capacidad para otras entradas conviene también conec
tarlo al generador de sefiales).

La fuente de caos en este dispositivo se encuentra
en el diodo, el cual, idealmente, sélo conduce la corrien-
te en una direccién (de! dnodo al cdtodo). El diodo
comercial funciona también como capacitancia cuando
el voltaje aplicado no tiene la polaridad adecuada; una
respuesta tipica es como la que se ilustra en la Figura 3.
El tipo de régimen que prevalece depende del voltaje en
el citodo y del tiempo que éste se mantiene; si la
amplitud y frecuencia de la senal generada por la fuente
son suficientemente altas, la respuesta del diodo se
defasa y el comportamiento global del circuito se torna
caético (Smith, 1992),

Para iniciar el experimento basta conectar el gene
rador de sefiales para producir ondas sinusoidales cuya
frecuencia sea del orden de 100-1000 kHz, y una
amplitud inferior a 1 V, La seiial de salida en la pantalla
del osciloscopio en su modo /~y tendrd la misma fre-
cuencia que la de entrada, y si se comparan ambas en
el modo x-y del aparato, se tendrd un registro de un
sélo ciclo (Figura 4a).

Aumentando la amplitud del voltaje aplicado, la
respuesta del sistema cambia repentinamente dando
lugar a una seial con dos componentes, cada una con
su propia frecuencia. Se produce lo que en el lenguaje
del Caos se conoce como una “bifurcacién”, y el periodo
de la oscilacidn crece; se tienen dos picos a diferentes
alturas en el modo t-y, o un doble ciclo en el x-y
(Figura 4b). A medida que la amplitud se incrementa
(Figura 4c), la sefial se bifurca una y otravez (4, 8, 16,...)
hasta alcanzar el comportamiento cadtico, donde se
pierde la periodicidad de fa sefial de salida y ésta se
torna impredecible (Figura 4d). La amplitud del voltaje
de entrada puede regularse haciendo uso de un reésta-
to, o modificando la resistencia del sistema con circuitos
en serie y en paralelo diversos; esto mejora notable
mente la visualizacién del proceso. La seleccién de la
frecuencia de trabajo depende del valor de Ia inductan-
cia y del tipo de diodo utilizado.

El experimento se presta a miiltiples variaciones
para estudiar la influencia de parametros tales como la
magnitud de la resistencia y la inductancia, el tipo de
diodo, la frecuencia de la senal de entrada, su forma,
etcétera. Adicionalmente, la simulacién computacional
puede realizarse con facilidad y permite hacer una
comparacion sistematica entre las predicciones del mo-
delo tedrico utilizado (circuito rLc), y los resultados que
se obtienen al modificar cada pardmetro de interés.

...Y SIMULAR
Resulta dificil presentar aqui una simulacién compu-
tacional que reproduzca las bellas imagenes obtenidas

260

EDUCACION QUIMICA 3 [4]



td) td')

Figura 4 Respuesta eléctrica del circuite cadlioo en el modo x—y del osciloscopio, {a) Oscilacién simple, (0 doble, () ewidruple, {d) régimen
W kHz En(a’dy (B} se presenta también la respucsta del sistema
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Figura 5. Evolucién temporal para la dindmica poblacional descrita en el texto. a) Para a<1
la poblacién se extingue. b) En el intervalo 1<a<3 la poblacién se estabiliza en un valor

constante diferente de cero. ¢) Cuando 3<a<3.4495 la poblacién oscila entre dos valores.
d) Oscilacién entre cuatro valores posibles. e) Oscilacién entre 32 valores posibles. f) Régimen

cadtico (a<3.5699).

en el experimento de la “retroalimentacién” por video.
Sin embargo, sus caracteristicas bdsicas aparecen al

por un proceso iterativo no lineal. Para ilustrarlo hemos
elegido un modelo sencillo y muy conocido para el
crecimiento de una poblaciéon de organismos vivos;
insectos en una isla, por ejemplo (Davies, 1987).
Denotemos a la poblacién en el ano # como N, y
supongamos que si hay comida y condiciones favorables
este nimero se incrementard rdpidamente. Al afio si-
guiente, sin embargo, comenzardn a surgir los proble-
mas; un mayor nimero de individuos dara fugar a mas
competencia por el alimento y algunos de ellos ya no
podran sobrevivir. La evolucién de la poblacién esta
determinada entonces por dos factores: el primero con-
trola los nacimientos y podemos considerarlo proporcio-

nal a N(aN)); el segundo incide en el nimero de muertes

por competencia. En la medida que la competencia surge
del enfrentamiento entre dos individuos de la misma

analizar la evolucién temporal de un sistema gobernado.

especie y la probabilidad de ocurrencia de esto depende
de que existan y se encuentren (manejado como eventos
independientes), supondremos que este segundo factor
es proporcional al cuadrado de la poblacién existente

(bN?). Asi, en una primera aproximacién, la poblacién
en anos sucesivos se estima utilizando la ecuacion:

N;.y = aN; - bM = N;(a - bN)
que en términos de la variable X; = (bDN/a) resulta
Xi1=aX;(1-X)

donde X; es una medida de la razén de la poblacién en
el afio i con respecto a una poblacion maxima de

referencia (0 s X; < 1).

La historia de un sistema gobernado por una
dindmica como ésta puede seguirse asignando un valor
al pardmetro a y eligiendo una poblacién inicial X;. Con
ello se calcula la poblacién al ano siguiente, X, que a
su vez permite calcular X,, y asi sucesivamente. Este
proceso es de nuevo una iteracién y se realiza con suma
facilidad haciendo uso de la computadora (ver el cdlculo
para la evolucién temporal en el programa anexo para
el mapeo logistico) (Dewdney, 1987).

Cuando se analiza el comportamiento a largo plazo
de la poblacién como funcién del pardmetro de creci-
miento a, el cual toma valores entre 0 y 4 para asegurar
que la razén X; se mantenga entre 0 y 1, pueden
distinguirse varios casos:

a) Para valores de a menores que 1, la tasa de

nacimientos es tan baja que la poblacién decrece

afo con afio, y termina por extinguirse (Figura 5a).

Esto sucede siempre independientemente de cudl

sea la poblacién inicial.

b) En la region de a entre 1 y 3, la poblacién se

estabiliza en un valor constante diferente de cero

dado por X=1 - A para cualquier seleccion de

Xo (Figura 5b).

c) A partir de a> 3 las cosas se complican. En

cuanto el pardametro de crecimiento es un poco

mayor que tres, la poblacién comienza a oscilar afio
con afio entre dos valores distintos (Figura 5¢) y se
acostumbra decir que la solucion antes estable se

“bifurca” (genera dos ramas). Esta situacién se

mantiene hasta a = 3.4495, donde cada rama de

nuevo se bifurca y la poblacién adquiere afio con
ano cuatro valores diferentes (Figura 5d). El incre-

mento de a reproduce el esquema en cada rama y

el periodo de oscilacién aumenta a 8, 16, 32 (Figu-

ra 5e), .., hasta que en a =~ 3.5699 el ciclo tiene una
duracién infinita. A partir de aqui poco o nada es
predecible; el comportamiento se torna cadtico

(Figura 5f) y la evolucion temporal es muy suscep-

tible a las condiciones iniciales. Por ejemplo, en el

extremo a = 4 un ervor del orden de 107 en la
especificacion de X, conduce a una diferencia del
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orden de la unidad (diferencia maxima) después de

50 iteraciones.

La transicién hacia el caos se ve mds claramente
cuando se grafica el valor que alcanza !a poblacién a
tiempos largos como funcién del pardmetro de creci-
miento a (Dewdney, 1987). El resultado permite anali-
zar las caracteristicas de lo que se conoce como una
“cascada de bifurcaciones” en la ruta hacia el compor-
tamiento caético. (La Figura 6 ilustra la cascada y ha
sido generada con la segunda parte del programa anexo
para el mapeo logistico). En esta representacion sor-
prende la compleja estructura de la regién caética, en
particular la presencia de las franjas blancas donde se
recupera un comportamiento regular y el caos aparece
sélo de forma intermitente (por ejemplo para a entre
3.8284 y 3.8415).

Aunque siguiendo un proceso mucho mds complejo
en el que intervienen un mayor niimero de variables, el
resultado de la experiencia con la cdmara de video
es similar al de la dindmica poblacional si consideramos
que la distancia del monitor a la cdmara, o el angulo de
inclinacién de ésta, juega el papel del pardmetro
de control (@) que arrastra al sistema hacia la regién del
Caos.

Un comportamiento completamente anilogo al an-
terior aparece también al estudiar las propiedades del
circuito eléctrico descrito en la seccién EXPERIMENTAR,
Este puede concebirse como un circuito rc (Figura 7)
forzado por una FeM externa del tipo:

V = V, sen(wf),

en el que el diodo juega el papel de un elemento
capacitivo con capacitancia variable. La ecuacién dife-
rencial que describe al sistema se obtiene aplicando la
regla de las mallas de Kirchhoff (Sears, 1986) al caso
considerado:

&£Q

V= |/C+RiQ+L_
dt df

donde Q representa a la carga y

Y

“1-%)

es una buena aproximacién para la diferencia de poten-
cial a través del diodo (Linsay, 1981; Testa, 1982).

La solucidn a este problema se genera computacio-
nalmente haciendo uso del método de Euler (Gould,
1988) —el programa se anexa—, y la evolucién temporal
(flujo) se analiza como funcién de la amplitud del voltaje
externo V, (parametro de control andlogo a a en el caso
de la poblacién).

Para los valores de resistencia (R = 1), inductancia
(L = 2) y capacitancia (C = 1) que hemos seleccionado,
el caos se presenta mds claramente para frecuencias
angulares (w) de la FEM externa superiores a la fre-

Figura 6. Representacién grifica de los valores de la poblacién a tiempos grandes como

funcién del pardmetro de crecimiento a (Cascada de bifurcaciones).

cuencia angular de resonancia para el circuito
(w? = 1/(LC)). Cuando w = 1.5, por ejemplo, el sistema
muestra un comportamiento periédico simple para am-
plitudes del voltaje de entrada V¥ inferiores a 2.43; esto
se hace evidente analizando la evolucién de la carga en
el sistema como funcién del tiempo, o bien, a través de
la representacién gréfica de una diferencia de potencial
en el circuito (Q/C, por ejemplo) como funcién de V
(Figura 8a). Ambas representaciones son muy similares
a las que se generan con el osciloscopio (seccién EXPE-
RIMENTAR) en sus modos {-y y x-y, respectivamente. Esta
ultima es particularmente interesante pues manifiesta
claramente el caricter periddico de la dindmica y per-
mite analizar su comportamiento a largo plazo; de
hecho es una manera de construir el “atractor” o estado
al que tiende el sistema a tiempo infinito (Crutchfield,
1986). En el programa para la computadora que inclui-
mos se realizan ambas grificas, eliminando de la repre-
sentacion las soluciones iniciales transitorias (de ahi
que haya un tiempo de espera antes de iniciar el
graficado).

Figura 7. Circuito eléctrico tipo RLC utilizado para la simulacién
computacional.

ve
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Figura 8. La simulacién computacional permite analizar el comportamiento de la carga como funcién del tiempo y de! voltaje aplicado V.

a) Vo =2,b) Vo =40,¢) Vo =4.7,d) Vo =56 (régimen cadtico).

Al aumentar el valor de V,, el comportamiento
dindmico es arrastrado a través de una cascada de
bifurcaciones similar a la ya descrita en el problema
anterior, de manera que el periodo de oscilacién del
circuito se completa después de 2 (2.43<V<4.35),
4 (4.35<V<4.83, 8, 16, ...ciclos (Figuras 8b y 8c),
hasta alcanzar la regién del caos donde se pierde toda
posible regularidad (Figura 8d).

La analogia entre el comportamiento del circuito
eléctrico y la dindmica de poblaciones es ain mds

estrecha de lo que podemos imaginar (Linsay, 1981).En

su trdnsito hacia el estado cadtico ambos exhiben
caracteristicas “universales” que son comunes a siste-
mas que realizan el viaje por un mecanismo de duplica-
cion de periodos (Rietman, 1989; Pérez Pascual, 1989).
El Caos no sélo parece estar en todas partes, sino que
su huella es muchas veces tinica, indeleble, inconfundible.
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PROGRAMA PARA EL ANALISIS DE LA DINAMICA
POBLACIONAL Xn = aX(1-X)

cada de

10

20

Fa

SCREEN 2

INPUT “pué guieres ver: l-—-Comportamiento temporal, Z-Cas-
Bifurcacienes ";2

INPUT “Qué poblacién inicial {(0-1)";zo

IF z=2 THEW 10

IHEUT “Qué parametro de crecimiento guieres (0-4), a= ~

CL3

REM “Instrucciones para la graficacldén”

WINDOW (-5,-.1)-{105,1.1}

LINE
LINE

{0,0)-{0,1):LOCATE 2,2:2"x"
(i00,0)-({0,0}sLOCATE 22,75:2"¢"

LOCATE 2,50:%"a=":PRINT USING "#.##":a

REM
FOR

NEXT

GOTO

REM
C¢Ls

“ehleule del comportamiento temporal”
i=0 TO 100
LINE -(i,z0)}
Zo=avzos{l-20)
i
240

“Instrucclones para la graficaclién”

WIKDOW (2.75,-0.1)-¢4.1,1.1}

LINE
LOCA

REM
FOR

NEXT
ERD

(2.8,00-(4,1),,b
TE 2,2:%"X":LOCATE 23,7%7:2"a"

“Generacidn de la cascada de bifurcaclones”
a=2.% TD 4 STEP .002
FOR i=1 TO &0
ZOTA*2ZO¥[1-20)
IF i»25 THEN PSET {a,zo}
NEXT i
a

PROGRAMA PARA EL CIRCUITO RLC

ECRE

INPUT “Elige el potencial de entrada Vo (0-5.6)

CLS

REM

WIND
LINE
LINE

EN 2
VO

“Iinstrucciones para la graficacidn”
OW {-1l,2*vo,-1.8%vo)-(1l.2%v0,0,3%v0o)
{(-1.2%vo,-1.75*vo)=(l.2+vo,0.3%vo),,B
[=1.2%vo,-0.725%vo)-(1l.2%vo,~0.725%v0)
LOCATE 1,2:7"Q/C":LOCATE

l4,2:2"Q/C"
LOCATE 23,76:?"V":LOCATE 14,72:7"Vo="
LOCATE 14,76 :PRINT USING *#.##";vo

190

REM
l=2:
dt=0

REM
FOR

H
EHD

“Datos”
c=l:w=1l.5:r=1
.02:9=0:i=0

“Solucidn de la ecuacisén difarencialr

t=0 TOQ 200 STEP dt

vEvyorsin{w*t)

vosg/les (l-g/faj

f=v-vo-r*i

a=f/1

i=i+ardt

g=g+ivdt

IF £<100 THEN 10

PSET (V,4/2-VO)$PSET {1.2%vo*(0.02*t=3),q9/¢)})
EXT ©

12,70:? " Tiempo" :LOCATE

OCTUBRE de 1992
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